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Regionale Grundwassersysteme

 Was wissen Sie schon aus den 
vergangenen Veranstaltungen?

 Modellierungskonzepte, Modellkalibrierung, -

evaluierung, Sensitivitätsanalyse (Block I)

 Strömungsgleichungen und Numerische 

Lösungsverfahren (FDM und FEM)

 Advektiv-dispersiver Transport

 Eingabe/Ausgabe für Simulationen mit 

OpenGeoSys 6

 Vieles mehr aus anderen Lehrveranstaltungen 

Die Unterlagen zum Kurs finden sie auf Nextcloud:

link: https://nc.ufz.de/s/gm7RJ9JEnbb5y73

pw: grundwasser_2022



Regionale Grundwassersysteme -Aufbau

 3 Teile, 2mal Vorlesung und 1mal Übung, Ende gegen 18:10

a. V1: Grundwasserströmungsgleichung

I. Herleitung der Grundwassergleichung in der Potentialform

II. Diskussion der Parameter des Grundwasserleiters

III. Analytische Lösungen

b. V2: Grundwassermodellierung auf der Einzugsgebietsskala

I. GIS in der Grundwassermodellierung

II. Initial und Randbedingungen

III. Das Grundwasserströmungsmodell Selke

c. Übung mit OpenGeoSys und ParaView

I. Analytische Lösungen vs. OpenGeoSys

II. Grundwasserströmungsmodell Selke: Bewertung der Modellergebnisse und der Randbedingungen

d. Klausurfragen…



Prozessmodellierung im Untergrund
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 Welche Prozesse soll das Modell abbilden (Überlegung Konzeptionelles Modell, 
kann eine Auswahl getroffen werden: 

Konzeptionelles Modell

Prozess

Grundwasserströmung
• Wasserversorgung

• Brunnenergiebigkeit

• GW/OW Interaktion

• Drainagen

Stofftransport
• Salzwasserintrusion

• Deponien

• Verklappung

• Absetzbecken

• Verschmutzung

Wärmetransport
• Geothermie

• Wärmepumpen

• Thermische 

Verschmutzung

• Frostkörper

Mechanik

• Subsidenz

• Böschungsstabilit

ät

• Kluftevolution

H C T M



Modelauswahl: Prozesse II
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 Je nach Prozessauswahl ergeben sich verschiedene Zielgrößen und Unterprozesse

Hauptprozess Abhängige Variable Anwendungsabhängige 

Komponenten

Strömung Fluiddruck, Standrohrspiegelhöhe, 

Grundwasserflurabstand

Sättigung, …

Poren/Kluft/Karstaquifere

Teilsättigung

Einphasen/zweiphasen Strömung

Ungespannt/gespannte GWL

Wärmetransport Temperatur,

Enthalpie,

Innere Energie

Dieselben wie Strömung +

Konvektion

Wärmeleitung

Strahlung

Stofftransport Konzentration Dieselben wie Strömung +

Konvektion

Dispersion

Reaktion

Mechanik Verformung

Spannung

Elastische Medien

Plastische Medien

Viskoelastische Medien



Erhaltungsgesetze (Wdh von Shao)
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 Numerischen Grundwassermodelle basieren auf der Zerlegung eines Systems in Teilgebiete und der 

Aufstellung von Bilanzgleichungen (partielle Differentialgleichungen) für jedes Gebiet

In Worten: Akkumulations

rate für S in Ω = +

Die Kontinuitätsgleichung kann mit dem Gaußschen Integralsatz hergeleitet werden:

𝑆 = 𝜌 𝑥, 𝑡, 𝑝, 𝑋, 𝑇

Γ

Quellen und 

Senken in Ω

Fluss von J in Ω

durch die 

Oberfläche Γ

mit
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 𝜌𝑣 − 𝑄𝑚 = 0



Massenerhaltungsgesetz für ein Kontrollvolumen
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https://tinyurl.com/veafz3ch

Ԧ𝑣 =
𝑢
𝑣
𝑧



Massenerhaltungsgesetz für ein Kontrollvolumen
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Änderung der Masse in einem Volumenelement über die Zeit =Σ des 
einströmenden Massenstroms in das Volumenelement - Σ des 

ausströmenden Massenstroms aus dem Volumenelement

𝑙𝑖𝑛𝑘𝑠: ሶ𝑚 = 𝜌 ∙ 𝑢 ∙ 𝑑𝑦 ∙ 𝑑𝑧

𝑟𝑒𝑐ℎ𝑡𝑠: ሶ𝑚 = 𝜌 ∙ 𝑢 +
𝛿 (𝜌 ∙ 𝑢)

𝛿𝑥
∙ 𝑑𝑥 ∙ 𝑑𝑦 ∙ 𝑑𝑧

Schauen wir uns das ganze Element mit den Kantenlängen dx, dy and dz and dem 

Volumen dV= dx*dy*dz an

Taylor Reihe



Massenbilanz in einem Kontrollvolumen
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 mathematischen Ausdruck f¨ur die zeitliche ¨Anderung der Masse im Volumenelement

 Resultiert in:

 Umschreiben und Quellterme:
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 𝜌𝒗 − 𝑄𝑚 = 0



Druckbasierte Gleichung
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 Wie definieren wir die Druckabhängigtkeiten

 Wie hängt die Geschwindigkeit vom Druck ab?

 Welche Geschwindigkeit meinen wir hier? Relativ Fluid

 Wie ist die Eigenschaften des Korngerüsts und der Körner zu 

betrachten?  Nur der Porenraumanteil 𝜙

 Anwendung der Ketten- und 

Produktregel auf den ersten

Term:

(3)

(1)

Dichteänderung des WassersMassenänderungsrate durch

Porenraumveränderung

(2)

𝜕 𝜙𝜌𝑓

𝜕𝑡
= 𝜌𝑓

𝜕𝜙

𝜕𝑝
+ 𝜙

𝜕𝜌𝑓

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡

𝜕𝜌𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 𝜌𝑓𝒗𝒇 − 𝑄𝑚 = 0

𝜕 𝜙𝜌𝑓

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 𝜙𝜌𝑓𝒗𝒇 − 𝑄𝑚 = 0



Druckbasierte Gleichung
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 (3) in (2)

 Der Term in den Klammern wird (in der oberflächen-

nahen Hydrogeologie) oft als Summe zweier 

Konstanten, der Matrixkompressibilität und der 

Fluidkompressibilität, gesehen:

From groundwatergeek.com

𝜕𝜙

𝜕𝑝
+

𝜙

𝜌𝑓

𝜕𝜌𝑓

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 𝜙𝒗𝒇 −

𝑄𝑚
𝜌𝑓

= 0

1 − 𝜙 𝛽𝑚 + 𝜙𝛽𝑓
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 𝜙𝑣𝑓 −

𝑄𝑚
𝜌𝑓

= 0
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 Der Term in den Klammern ist gleich dem Speicherkoeffizienten geteilt durch die Fluiddichte und 

die Erdbeschleunigung, die zu einer neuen Konstante S‘ zusammengefasst werden kann:

 Schließlich können wir das Darcy-Gesetz anwenden:

Druckbasierte Gleichung

ሖ𝑆
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 𝜙𝑣𝑓 − 𝑄𝑉

1 − 𝜙 𝛽𝑚 + 𝜙𝛽𝑓
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 𝜙𝑣𝑓 −

𝑄𝑚
𝜌𝑓

= 0



Druckbasierte Gleichung
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 Mit vs=0 erhalten wir:

 Zwei Fluideigenschaften ρf, die Fluiddichte und µ, die dynamische Viskosität

 κ ist die intrinsische Permeabilität des porösen Mediums

 S‘ ist der zuvor eingeführte Speicherterm

 Die einzelnen Terme können Funktionen von Raum und Zeit sein

 Die druckbasierten Grundwassergleichung können für die numerische Modellierung  unter hinzuziehen 

von Rand- und Anfangsbedingungen  (nächster Vorlesungsblock) genutzt werden

ሖ𝑆
𝜕𝑝

𝜕𝑡
− 𝑑𝑖𝑣

𝜅

𝜇
𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑝 + 𝜌𝑓𝑔𝑧 −

𝑄𝑉
𝜌𝑓

= 0



Speicherkoeffizient
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ungespannt gespannt



Koeffizientendiskussion
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Druckabhängikeit der Porosität in 

Sandstein (Hassan et al, 2014)

Implementation im Code (Birdsell et al, 2014)

Temperaturabhängigkeit der Wasserdichte 

(Wikipedia)

Druckabhängighkeit der Wasserdichte



 Hydraulische Leitfähigkeit:

Potentialbasierte Form
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 Hydraulisches Potential:  

 spezfische Speicherkoeffizient

 Potential-basierte Form für Strömung durch ein anisotropes gesättigtes 

poröses Medium: 

𝐻 =
𝑝

𝜌𝑓𝑔
+ 𝑧 𝐾 =

κ𝑔𝜌𝑓

µ

ሗ𝑆 =
𝑆

𝑔𝜌𝑓

𝑆
𝜕𝐻

𝜕𝑡
− 𝑑𝑖𝑣 𝐾𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐻 − 𝑄𝑉 = 0



Hydraulische Leitfähigkeit
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https://tinyurl.com/k4pz8m86

 Hydraulische Leitfähigkeit ist abhängig von 

Strömungsrichtung, Aquifertyp und Sättigung

 Für isotrope, homogene Bedigungen gilt:

𝑆
𝜕𝐻

𝜕𝑡
− 𝐾Δ𝐻 − 𝑄𝑉 = 0



Lösungen mit reduzierter Dimensionalität
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3D Fließfeld in einem regionalen Aquifer (Hajtema, 

2006)

Querschnitt A-A‘ maßstabsgetreu

 Oftmals ist Strömung im Grundwasser weitestgehend 

horizontal (Länge Fließpfad >> Aquifermächtigkeit)

  Dupuit-Forchheimer Annahme: Grundwasserpotentiale 

ändern sich nicht über die Tiefe

 Reduktion eines 3D Problems zu einem 2D Problem 



Lösungen mit reduzierter Dimensionalität
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 Integration über die Tiefe (z-Richtung) führt zur zweidimensionalen Grundwassergleichung (δh/ δz=0, 

q_z =0  )

 Das Produkt aus Hydraulischer Leitfähigkeit (K) und Aquifermächtigkeit (M) wird auch als Transmissivität 

(T) bezeichnet

 Beachten sie, S, ist der spezifische Speicherkoeffizient und Sy der „specific yield“, ~ effektive Porosität

𝑆
𝜕𝐻

𝜕𝑡
− 𝑑𝑖𝑣 𝐾𝑀𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐻 − 𝑄𝑉 = 0

𝑆𝑦
𝜕𝐻

𝜕𝑡
− 𝑑𝑖𝑣 𝐾𝐻𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐻 − 𝑄𝑉 = 0 Ungespannt, nichtlinear

Gespannt, linear



Einfache Lösungen, Beispiel
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 Grundwasserströmung zwischen zwei Flüssen in 

Kontakt mit einem gespannten Aquifer

 Annahme: Die Strömung durch einen 

Querschnitte repräsentiert das regionale 

Fließverhalten

 Die Dupuit-Forchheimer Annahme gilt

 Wir erhalten ein 1D Problem

Hajtema et al, 2006



Einfache Lösungen, Beispiel
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𝑆
𝜕𝐻

𝜕𝑡
− 𝑑𝑖𝑣 𝐾𝑀𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐻 − 𝑄𝑉 = 0

ℎ 𝑥 =
ℎ𝐷 − ℎ0

𝐷
𝑥 + ℎ0

 Aber was ist mit dem spezifischen Durchfluss: 

𝑞𝑥 = −𝐾
𝜕𝐻

𝜕𝑥
= −𝐾

ℎ𝐷 − ℎ0
𝐷
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 Ungespannter Aquifer mit 

Grundwasserneubildung

 Annahmen: Die teilgesättigte Zone ist dünn und 

hat eine geringe Leitfähigkeit Vernachlässigbar

Einfache Lösungen, Beispiel

ℎ 𝑥 = 0 = ℎ0
ℎ 𝑥 = 𝐿 = ℎ𝐿

𝑆𝑦
𝜕𝐻

𝜕𝑡
− 𝑑𝑖𝑣 𝐾𝐻𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐻 − 𝑄𝑉 = 0

ℎ2 𝑥 =
ℎ𝐷
2 − ℎ0

2

𝐷
𝑥 + ℎ0

2 +
𝑁

𝐾
𝑥 𝐷 − 𝑥

D



Einfache Lösungen, Beispiele
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 Mischform:

 Lösung über Massenbilanz am Übergang 

gespannt/ungespannt



Einfache Lösungen, Beispiel
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 Gespannter 2D Aquifer zwischen zwei Wasserscheiden (Toth Strömung)

𝑆𝑦
𝛿𝐻

𝛿𝑡
− 𝑑𝑖𝑣 𝐾𝐻𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐻 − 𝑄𝑉 = 0



Handkalkulationen im 21. Jahrhundert, wozu?
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 Benchmarking von numerischen mathematischen Modellen

 Vermeidung unnötiger Komplexität (Transient, 3D, etc)

 Abschätzung Parametersensitivitäten und Unsicherheiten

 Schärfen der „Modellierintuition“ (Haitjema, 2006)

Jurgens et al 2016; Vogel 1967



 Finnemore and Hantzche (1983) 

 Haitjema (1995)

 Erkenntnis für die Modellierung:

 Kalibrierung auf Wasserstände ergibt nur Aussagen über

das Verhältnis Neubildung/Transmissivität

 Kalibrierung ist insensitive für hohe Transmissivitäten

und im Umfeld von Randbedingungen

 Viele Weitere “Faustregeln” sind ableitbar!!!

Faustregeln numerische Modellierung
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Grundwasserhügel

Δℎ =
𝑁𝐿2

8ത𝑇


