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Einfiihrung in die Veranstaltung

Die Lehrveranstaltung ” Angewandte Umweltsystemanalyse” ist zum einen eine
Weiterfithrung der Vorlesung ”Hydroinformatik I & II” soll ihnen zum Anderen
einen umfangreichen Einblick in die Systemanalyse verschiedener Umweltpro-
zesse vermitteln. Die methodische Ankniipfung an die ”Hydroinformatik” be-
steht in der weiteren Beschéftigung mit numerischen Berechnungsverfahren zur
Losung von Anfangs-Randwert-Problemen (partielle Differentialgleichungen).
Dabei werden wir uns mit der Erweiterung der finiten Differenzen-Methode
(FDM) auf mehrdimensionale Probleme beschiftigen. Wir werden uns auch ein
neues numerisches Verfahren, die finite Elemente-Methode (FEM) ansehen, zu-
sammengefasst:

e Finite-Differenzen-Methode: zwei-dimensionale (2-D) Probleme,

e Finite-Elemente-Methode: ein- (1-D) und zwei-dimensionale (2-D) Proble-
me.

In der "Hydroinformatik” haben wir uns mit der Analyse von linearen (Stoffdif-
fusion) und nicht-linearen Diffusionsprozessen (Gerinnehydraulik). Wir werden
die Prozesspalette auf weitere hydrologische Systeme erweitern:

e Grundwasserhydraulik,
e Oberflichengewésser,
e Bodenhydrologie,

e Transportprozesse.

Bei den Oberflichengewéssern unterscheiden wir verschiedene hydrologische Sy-
steme:

e Flieigewiisser (mit der Hydraulik von Gerinnen haben wir uns in der Hy-
droinformatik schon beschéftigt),

e Oberflichenabfluss (surface runoft),



e Standgewisser (z.B. Seen und Talsperren).

Das gesamte Umweltforschungszentrum UFZ baut derzeit im Rahmen des TERENO-
Vorhabens (www.tereno.net) ein hydrologisches Langzeit-Observatorium im
Harz auf, in dem man sich eine ganze Reihe von Umweltprozessen anschauen
kann (Fig. 1). Dazu gehoren z.B. folgende Untersuchungsstandorte mit entspre-
chenden Forschungsschwerpunkten:

e Rappode-Talsperre: Wasserqualitiit,
e Hohes-Holz: Austauschprozesse zwischen Vegetation und der Atmosphére,

e Sauerbach: Stofftransportprozesse auf einer (kleineren) Einzugsgebietsska-
le,

e Selke: Grundwasserstromung im Einzugsgebietsmafistab, Austauschpro-
zesse in der hyporheischen Zone,

o Schifertal: Grundwasserneubildung (Bodenfeuchte) in der Bodenzone (va-
dose Zone).

Ein Forschungsschwerpunkt am Department fiir Umweltinformatik des UFZ ist
die Entwicklung von Methoden und Software-Tools fiir die Integration und Vi-
sualisierung von Umweltdaten [1]. In den letzten beiden Veranstaltungen der
Vorlesung ”Umweltsystemanalyse” werden wir das UFZ besuchen. Im Visuali-
sierungszentrum (VISLab) kénnen wir uns einige Beispiele fiir Datenintegration
und 3D Visualisierung ansehen.

Im Rahmen der Bode-Exkursion (MSc Kurs) haben sie Gelegenheit sich das
TERENO-Bode Observatorium anzuschauen. Ein weiteres Vorhaben, in dem
man sich intensiv mit der Analyse hydrologischer Prozesse beschéftigt, ist das
IWAS Projekt, an dem die TU Dresden und das UFZ gemeinsam beteiligt sind
(siche http://www.iwas-initiative.de/). Das Ganze (Konzept) ist noch ein-
mal in der folgenden Tabelle zusammengefasst:

Tabelle 1: Vorlesungskonzept: Methodik - Prozesse - Anwendungen

Methodik Prozesse Anwendungen
Kontinuumsmechanik Grundwasserhydraulik | TERENO Bode
Numerik: FDM (2D) Oberflachengewésser IWAS Ukraine
Numerik: FEM (1D/2D) | Bodenhydrologie IWAS Saudi Arabien

. Transportprozesse IWAS Westjordanland

Die nachfolgende Tabelle zeigt einen Ubersichtsplan der Lehrveranstaltung ” Um-
weltsystemanalyse”.
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Abbildung 1: TERENO-Observatorium Bode, Datenquellen (mehrere Depart-
ments des UFZ: Seenforschung (SEEFO), Hydrosystemmodellierung (CHS),
Hydrogeologie (HDG), Bodenphysik (BOPHY), Monitoring und Erkundung
(MET), Aquatische Okosystemanalyse (ASAM)), Datenintegration und Visua-
lisierung (Karsten Rink, Umweltinformatik (ENVINF))

Tabelle 2: Vorlesungsplan - Ubersicht
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Kapitel 1

Grundwasserhydraulik

Olaf Kolditz €& Wenqing Wang

Wir haben uns bisher mit linearen und nicht-linearen Diffusionsgleichungen
beschiéiftigt. Bisher war alles ein-dimensional. Mit numerischen Methoden gibt
es keine Beschriankungen fiir die Geometrie. Im letzten Teil unserer Vorlesung
16sen wir nun ein zwei-dimensionales Problem fiir eine horizontale Grundwas-
serstromung.

1.1 Grundwassergleichung

Das theoretische Grundgeriist liefert das Euler-Konzept (siehe Skript Hydroin-
formatik IT). Wir starten mit der Massenbilanzgleichung. Fiir ein pordses Medi-
um reduziert sich der fiir Fluide betretbare Raum um die Porositét n, die sich
dndern kann.

3}
%+V- (npv) = Q, (L1.1)

Fiir ein inkompressibles Fluid gilt dann (PF)

on
Par +pV-(nv) =Q, (1.1.2)
oder noch besser
on Q,
z . = XP 1.1.
5 +V-(nv) " (1.1.3)
In der Grundwasserhydraulik gilt
on oh
- = - 1.14
ot o ot ( )
nv=q = -KVh (Darcy Gesetz) (1.1.5)
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Dabei sind: S der Speicherkoeffizient, h die Piezometer- oder hydraulische Hohe,
q die Darcy- oder Filtergeschwindigkeit und K der hydraulische Leitfihigkeit-
stensor.

Die Grundwassergleichung lisst sich nun wie folgt schreiben.

S%+V~(nv) = @ (1.1.6)
S’% -V-(KVh) = @ (1.1.7)
oh 0 oh 0] oh 9] oh
Wir begniigen uns mit einem 2-D horizontalen Modell.
oh 0 oh 0 oh

1.2 Bilanzierung: Prinzip-Beispiel

Wir halten unser Anwendungsbeispiel natiirlich so einfach wie moglich, den-
noch enthilt es viele wichtige ”Features” von Grundwassermodellen (alles Wei-
tere lernen sie natiirlich bei Prof. Liedl ...). Das Beispiel stammt noch aus der
Tiibinger Zeit (Master Course in Applied Geosciences - AEG, daher auch alles
in Englisch) und wurde durch Sebastian Bauer erarbeitet (jetzt Professor fiir
GeoHydroModellierung in Kiel).

Catchment boundary

Well
® Recharge

Well

[ ]
Municipal well

Abbildung 1.1: GW Testbeispiel

1.2.1 Definition des Prinzip-Beispiels

Die Abb. 1.7 zeigt uns ein Systemmodell fiir ein sogenanntes Grundwasser-
Catchment mit einem Fluss (Vorfluter) und zwei Brunnen. Weitere wichtige
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geohydrologische Begriffe sind die Grundwasserneubildung (recharge) durch Nie-
derschldge und Wasserscheiden. Das besondere Merkmal eines Catchments (Ein-
zugsgebiet) ist seine Abgeschlossenheit durch Wasserscheiden, d.h. die Catchment-
Randbedingung ist eine "no-flow” boundary condition (da geht nichts durch).
In unserem Fall heisst das, die komplette Grundwasserneubildung geht ab in
den Vorfluter.

Die Abb. 1.2 ist die mathematische Ubersetzung des geohydrologischen Kon-
zeptmodells in Abb. 1.7.

o Fluss: ist eine Randbedingung erster Art (siehe Abschn.), der Wasserstand
h wird vorgegeben. Catchment: wie gesagt - no flow, also Flielgeschwin-
digkeit ist Null, was nach Darcy heisst, der Piezometer-Gradient Vh ist
Null.

e Grundwasserneubildung: ist ein flichenhafter Quellterm fiir das Grund-
wassersystem.

e Brunnen: sind lokale Senkenterme.

No flow - e.g. fault

Pumping well®
Qps = 0.005 m3/s

o Pumping well §

= 0.001 m3/s 2

River: Qe / ©
Fixed head 3
boundary Recharge: homogeneous and constant | £
condition R = 1.0e-8 m3/(m?2s) )
H=10m z
2

«

]

=

No flow - streamline

Abbildung 1.2: GW Testbeispiel - Randbedingungen

1.2.2 Rechenverfahren zur Bilanzierung

Nach der mathematischen Ubersetzung (Abb. 1.2) nun die numerische Translati-
on. Abb. 1.3 zeigt uns das finite Differenzen Gitter. Das Netz ist block-zentriert,
d.h. wir nehmen das geometrische Zentrum der Zelle als Bezugspunkt.

Unser Grundwasserleiter (Aquifer) ist heterogen, d.h. es sind verschiedene geo-
logische Schichten beteiligt (Abb. 1.4). T ist die sogenannte Transmissivitit, der
Quotient von hydraulischer Durchléssigkeit und Speicherkoeffizient.

T=% (1.2.1)
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[w]
o
™ ° ° Lo
1 2 3 [
=
=
£
o
Q
® [ ] [ ] o
4 3 6 !
>
=
AX1 = Ax2 = 1000 m Ax3 = 1000 m
100 m

Abbildung 1.3: GW Testbeispiel - Finite Differenzen Schemata

T = 0.05 m2/s

T =0.01 m2/s

Abbildung 1.4: GW Testbeispiel - Heterogener Aquifer

Schauen wir uns mal die Wasserbilanz fiir einen FD-Knoten genauer an. @;; ist
der Zufluss zum Knoten j aus der Zelle i, also @52 ist der Zufluss zum Knoten
2 aus der Zelle 5. Fiir den Knoten 2 gilt

Q2+ Q32+ Q52+ Qr+Qp2=0 (1.2.2)

Dabei sind Qg der Zufluss durch die Grundwasserneubildung und @ po der Ab-
fluss durch den Brunnen im Knoten 2.

Wir benutzen folgendes Differenzenschema.

Oh  h; —h;

—_— = 1.2.
or x;—xy (1.2.3)
Oh _ hi—hy (1.2.4)
oy yi—y;

Da unser FD-Gitter weder equidistant und unser Aquifer noch heterogen ist,
schreiben wir besser.
oh hi — ho

9212~ Az 21 Awad (12.5)
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Q12 Q32

@
w

Q52

ne

Abbildung 1.5: GW Testbeispiel - Wasserbilanz

Damit kénnen wir fiir die Flussterme schreiben.

O = A Azxq + Axg « hy — ho
12 yle1/T1+A1:2/T2 A$1/2—|—A1‘2/2

Ays + A hs —h

Qss = Ay Ys Y2 5 2

X
Ays/Ts + Ay /To  Ays/2 4+ Ays/2

Die Zahlen eingesetzt ergibt sich fiir

Q12 = 0.454545 — 0.0454545h,

Die restlichen Terme fiir die Wasserbilanz in der Zelle 2 sind.

Qs2 = 0.03333h5 — 0.03333hs
Q32 = 0.02500h3 — 0.02500hs
Qr = RAzyAy; =0.005
Qp2z = —0.001

Damit ist die Wasserbilanz fiir die Zelle 2.

2:0.458545 — 0.103788hg + 0.025h3 + 0.03333hs = 0

Fiir die anderen Zellen ergibt sich.

3:0.0050 4 0.0250h2 — 0.0583h3 + 0.0333h = 0
5:0.0959 + 0.0333hy — 0.0474h3 4 0.0050hs = 0
6 : 0.0000 4 0.0333h3 + 0.0050h5 — 0.0383he =0

(1.2.6)

(1.2.7)

(1.2.8)

(1.2.13)

(1.2.14)
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Das sieht doch wieder ganz verdachtig nach
Ax=b (1.2.15)

aus, wir miissen ein Gleichungssystem losen, eine leichte Ubung fiir uns ... (Gauss
Loser).

Ergebnis:
hy = 10.00
ho =10.24
hs = 10.41 (1.2.16)
hy = 10.00
hs = 10.31
he = 10.39

(1.2.17)
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1.2.3 Programmtechnische Umsetzung

Letzter Akt: die Programmierung des Grundwassermodells (sieche Ubung E10
auf der WebSeite).

Die Abb. 1.6 zeigt die Dialog-Gestaltung fiir unseren einfachen Grundwassersi-
mulator.

Il Groundwater Simulator 2=

Ubung E10 10.0
Grundwasserhydraulik I—
10.0
Initial conditions | 0.0

Boundary conditions | I 10.0

Material conditions |

IV R

Show results |

All-in-one |

Saurce: Cregan State University

Abbildung 1.6: GW Testbeispiel - Dialog

Fiir den Test, dass das Gleichungssystem korrekt aufgestellt wird, schreiben wir
uns eine kleine Funktion.

void Dialog::TestOutput(double*a,doublex*b)
{

for(int i=0;i<6;i++)

{
for(int j=0;j<6;j++)
{

out_file << a[6*i+j] << "\t";
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}
out_file << " : " << b[i] << endl;

}
}

die folgendes Textfile produziert.

1 0 0 0 0 0 : 10

0 -0.104 0.025 O 0.0333 0 : -0.459
0 0.025 -0.0583 0 0 0.0333 : -0.005
0 0 0 1 0 0 : 10

0 0.0333 0 0 -0.0474 0.005 : -0.0959
0 0 0.0333 0 0.005 -0.383 : O

Wir vergleichen mit der Theory (1.2.13) und (1.2.15) und sehen, dass alles ge-
klappt hat.

void Dialog: :TestOutput (double*x)

{
for(int i=0;i<6;i++)
{
out_file << "h" << QString::number(i).toStdString() << ":" << x[il
<< endl;
}
}

Sie sehen, wir konnen die gleiche Schreibfunktion TestOutput fiir verschiede-
ne Aufgaben nehmen. Dies nennt sich Polymorphismus in C++. Der Kompiler
erkennt die verschiedenen Funktionen anhand der unterschiedlichen Parameter-
liste. Auch die Ergebnisse passen.

h1l1 = 10.00
h2 = 10.24
h3 = 10.41
h4 = 10.00
h5 = 10.31
h6é = 10.39

Fiir die Losung des Gleichungssystems haben wir wieder unseren Gauss-Loser
eingesetzt (siehe Abschn. ??). Wenn noch Zeit ist, schauen wir uns alternativ
noch anderes Losungsverfahren an: Gauss-Seidel.
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1.2.4 Gauss-Seidel Verfahren

o Umstellung des Gleichungssystems (1.2.15)

hy = 0.2408h3 + 0.3211hs5 + 4.4181
hs = 0.4285hs + 0.5714hg + 0.0857
hs = 0.7028hs + 0.1054hg + 2.0223

he = 0.8695hs + 0.1304hs

e Konstruktion eines iterativen Losungsverfahrens

e Pro: Es muss kein Gleichungssystem gelost werden.

e Con: Es kann auch mal nicht klappen (keine Konvergenz).

ha.is1 = 0.2408hs ; + 0.3211hs ; + 4.4181
hsit1 = 0.4285hy ; + 0.5714hg ; + 0.0857
hs.is1 = 0.7028hy ; + 0.1054hg ; + 2.0223

he.is1 = 0.8695hs ; + 0.1304hs ;

1.2.5 Ubung - USAF

r 1 Wasserbilanzierung in einem Einzugsge-
5| Groundwater Simulator &Iéj b t g g g
1€
Picture source: Sebastian Bauer CALI Kiel
Catchment boundary .
e Hydrologische Elemente
e Differenzen-Schema
e Programm-Struktur (Dialog-
Run simulation ] Gestalt ung)

©) Gauss Solver -

- Teachin . .

@ Gauss-Seidel Solver oPenGeosysg [ ] QBaSlCS: Rale—ButtOnS

) Alternative Solver
e Losungs-Verfahren (Gauss-Seidel)

1.2.6 Testfragen

1. Schreiben sie die Grundwassergleichung (1.1.8) fiir ein Vertikal-Schnittmodell
(in y — z Koordinaten).

2. Nennen Sie die hydrologischen Elemente eines Einzugsgebietes.
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S ke W

Welche physikalische Einheit hat die Pumprate ?
Wie ist die Transmissivitéit definiert (Formel und Einheiten) ?
Was ist eine Wasserbilanz 7

Mit welchen mathematischen Methoden kénnen wir das Gleichungssystem
fiir die Wasserbilanz 16sen 7

Erklédren sie kurz den Algorithmus des Gauss-Seidel-Verfahrens.



16 KAPITEL 1 GRUNDWASSERHYDRAULIK

1.3 2D Finite-Differenzen-Verfahren

V3 : FDM#1

USA2 : Rechteck-Aquifer

Unser erstes Beispiel (Abschn. 1.2) diente dazu, Wasserbilanzen mit Differenzen-
Verfahren einfach zu berechnen. Jetzt schauen wir uns das Finite-Differenzen-
Verfahren genauer an, insbesondere geht es uns um die Entwicklung eines 2D
Berechnungsverfahrens.

1.3.1 Wiederholung Grundlagen

e Grundwasserstromungsgleichung (PDE)

oh 0 oh 0 oh
5% 5 (05) 3 (g;) = @ .

e Taylor-Reihenentwicklung (TSE)

in time
=A™ [
n+1 __
=y A [mm] (1.3.2)
m=0
in space
N e Azx™ [ n
Ujp1 = Z ol [8xm} _ (1.3.3)
m=0 J

e Zeitableitung

By rearranging the above equations, a finite difference expression for first-order

derivatives can be directly obtained.

{Ou] touftt -l A [aQu
At 2

— — | +0(A) (1.3.4)
ot At ot2 ] i

J
e in space

The FD scheme for a second-order derivative can be obtained by adding the
first-order schemes. From the TSE can be seen that the symmetrical, central
differences scheme is of second-order accuracy.

[a%]" _ W~ 2uf gy Aa? [a‘mr
J

Ox? Az? 12 |9z (1.3.5)

J
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1.3.2 FDM Schema

Wir entwickeln ein explizites finite Differenzen (FD) Schema fiir die Losung der
2D Grundwassergleichung.

Y

n+1 n
- T =yt
S, bl *J 1.3.6
2,7 At ( )
n n n n n n
g ML TR T ey Mg T2 T
i, AQIJ2 1,7 Ay2 W)
n+1 _ n
Uij = Uiy
K?. At
2] n n n
t g Agz ity T 2 Uiy
2,7
KY. At
2] n n n
TS, AT 2ugj + Uij
+ Qi (1.3.7)
Sij
{i,j+1)

(i=1.4) (i) (i+1.4)
° . .

(1.7=1)
®

&

Abbildung 1.7: 5-Punkte-Stern (Knabner und Angermann 2000)
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1.3.3 Programmierung I - QAD

Zunichst wollen wir versuchen, das Rechenschema (1.3.7) direkt umzusetzen
(erstmal ohne iiber Objekt-Orientierung etc. nachzudenken). Daher erstmal die
Frage, welche Rechengréfien haben wir denn iiberhaupt.

1.3.3.1 Datenstrukturen

Tabelle 1.1: Groflen und Parameter

Feldgrofie U
Physikalische Parameter | S, K, Q
Numerische Parameter At, Az, Ay

Die Minimal-Datenstrukturen fiir die Programmierung der Gleichung (1.3.7)
sind damit:

std: :vector<float>u_new;
std: :vector<float>u_old;
float SO,Kf,Q;

float dx,dy,dt;

Die Abb. 1.8 zeigt uns ein einfaches (rechteckiges) Rechen-Gitter fiir die er-
ste Ubung. Das finite Differenzen Gitter besteht aus 21 x 11 Knoten (21 in x
Richtung und 11 in y Richtung).

100

Abbildung 1.8: Rechen-Gitter fiir den Rechteck-Aquifer
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1.3.3.2 Rechenschema

Um dieses Gitter ”abtasten” zu kdnnen, schreiben wir folgende doppelte Schleife.

for(j=0;j<jy;j++)
{
nn = j*ix;
for( i=0;i<ix;i++)
{
n = nn+i;
u_new[n] = uln] \
+ Kf/S0*dt/dx2 * (u[n+1]-2*%ul[n]+uln-1]1) \
+ Kf/S0*dt/dy2 * (ul(j+1)*ix+i]-2*u[n]+ul[(j-1)*ix+i]) \
+ Q/S0;

Dabei ist j der Laufindex iiber die y Richtung und ¢ der Laufindex {iber die =
Richtung. Ganz wichtig ist natiirlich, den Speicher fiir die Vektoren bereitzu-
stellen, bevor es los geht.

u.resize(ix*jy);
u_new.resize(ix*jy);

e Welche Rolle spielen ix und jy bei der Speicherreservierung?

Natiirlich miissen auch die Parameter vor der Berechnung initialisiert werden

ix = 21;

jy = 13

dx = 10.;

dy = 10.;
dt = 0.25e2;
SO = 1le-5;
Kf = le-5;
Q =0.;

u0 = 0.;

e Welche Einheiten haben die einzelnen Parameter?

Das ist eigentlich schon alles, was wir fiir ein explizites Rechenschema bené6tigen

. oder ... Natiirlich wissen wir, dass wir zur Losung von PDEs (partiellen
Differentialgleichungen fiir die Beschreibung von Anfangs-Randwert-Problemen)
uns auch mit Anfangs- und Randbedingungen beschéftigen miissen.
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1.3.3.3 Anfangsbedingungen

Das mit den Anfangsbedingungen ist eine einfache Sache. Mit der Doppelschleife
iiber alle Knoten, kénnen wir sehr einfach einen Wert u0 als Anfangsbedingung
iiberall zuweisen.

for(int i=0;i<ix;i++)
for(int j=0;j<jy;j++)
{
ulj*(ix+1)] = u0;
u_new[j*(ix+1)] = u0;
}
}

1.3.3.4 Randbedingungen

Mit den Randbedingungen ist es etwas kniffliger. Wie der Name schon sagt,
miissen diese Bedingungen auf die Gebietsrénder aufgetragen werden, dass heisst,
es miissen bestimmte Knoten identifiziert werden. Der nachfolgende Code zeigt
die Zuweisung von Randbedingungen oben und unten sowie links und rechts.

//top and bottom

int 1;

for(int i=0;i<ix;i++)

{
bc_nodes.push_back(i); uli]
1 = ixx(jy-1)+i;
bc_nodes.push_back(1l); u[l]

}

//left and right side

for(int j=1;j<jy-1;j++)

{
1 = ixx*j;
bc_nodes.push_back(1l); u[l]
1 = ix*j+ix-1;
bc_nodes.push_back(1l); u[l]

}

u_top wu_new[i] = u_top;

u_bottom; wu_new[l] = u_bottom;

u_left; wu_new[l] = u_left;

u_right; wu_new[l] = u_right;

Sie sehen, dass wir fiir die Zuweisung der Randbedingungen eine neue Daten-
struktur eingefiihrt haben.

std: :vector<float>u_bc;

Das Einbauen der Randbedingungen integrieren wir direkt in die Doppelschleife
zur Berechnung der Knotenwerte. Dabei kommt eine neue Funktion IsBCNode
ins Spiel, die wir uns gleich noch ndher anschauen. IsBCNode soll eigentlich
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nichts anderes machen, als beim Auftreten einer Randbedingung nichts zu tun
(i.e. continue). Randbedingungswerte sind gesetzt, miissen also nicht gerechnet
werden.

for(int j=0;j<jy;j++)
{
nn = j*ix;
for(int i=0;i<ix;i++)
{
n = nn+i;
if (IsBCNode(n,bc_nodes))
continue;

Wie funktioniert nun IsBCNode?

bool IsBCNode(int n,std::vector<int>bc_nodes)
{
bool is_node_bc = false;
for(int k=0;k<(size_t)bc_nodes.size() ;k++)
{
if (n==bc_nodes[k])
{
is_node_bc = true;
return is_node_bc;
}
}

return is_node_bc;

}

Struktur der Funktion:

e Riickgabewert: logischer Wert wahr oder falsch

e Parameter: aktueller Gitterpunkt und Randbedingungsknotenvektor

Die Funktion iiberpriift, ob der Gitterpunkt n ein Randbedingungsknoten ist
und gibt den entsprechenden logischen Wert zuriick.

Das Ergebnis der finite Differenzen Simulation sehen wir in der Abb. 1.9.

Das sieht doch schon mal sehr gut aus. Jetzt werden wir mutig und vergroflern
mal den Zeitschritt, sagen wir mal verdoppeln: At = 50 sec. Das Maleur sehen
wir in der Abb. 1.10. Was ist hier los?

Das Stabilitédtskriterium scheint wirklich ernst gemeint zu sein.
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Abbildung 1.9: Berechnete Druckverteilung im Rechteck-Aquifer nach 100 Zeit-
schritten At = 25 sec

Abbildung 1.10: Berechnete Druckverteilung im Rechteck- Aquifer nach 100 Zeit-
schritten At = 50 sec

1.3.3.5 Stabilitédtsbetrachtung

Wir erinnern uns noch dunkel daran, dass der Preis fiir das einfache explizi-
te FDM ein strenges Stabilitdtskriterium war (siehe Hydroinformatik, Teil II,
Abschn. 3.2.2 und Abschn. 4.1). Dabei muss die Neumann-Zahl kleiner einhalb

sein.

(1.3.8)

DN =

At
Ne = a—sz <
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Prima, aber was ist jetzt o und warum steht nur Az und nicht auch Ay in der
Gleichung? Zur bestimmung des « schreiben wir die Grundwassergleichung in
eine Diffusionsgleichung wie folgt um.

oh  K,o%h K,0%h Q
_ K h. @ 1.3,
% So2 Sop 'S (1.3.9)

Wir sehen, dass es eigentlich zwei a-s gibt, fiir jede Richtung eins.

Ay =

(1.3.10)

SERE

ay =
e Welche Einheit hat unser Grundwasser-o ?

Der richtige Zeitschritt fiir unser explizites FD Verfahren ergibt sich somit zu:

min(Ax?, Ay?)
2a

At < (1.3.11)

Die numerischen und hydraulischen Parameter sind in der nachfolgenden Tabel-
le 1.2 zu finden. Gliicklicherweise sind die Ortdiskretisierungen und die hydrau-
lischen Leitfihigkeiten in beide Koordinatenrichtungen gleich (isotropes Pro-
blem).

Tabelle 1.2: Parameter

Symbol Parameter Value Unit
Az Ortsdiskretisierung in x-Richtung 10 m
Ay Ortsdiskretisierung in y-Richtung 10 m
K, = K, Hydraulische Leitfihigkeit 105 ms~!
S Spezifischer Speicherkoeffizient 107° m™! height

Damit ergibt sich fiir den maximalen Zeitschritt des expliziten FD Verfahrens:

100m?
At < ———— =50 1.3.12
~ 2x1m?/s 8 ( )

Der Nachteil des expliziten FD Verfahrens ist zwar die rigorose Zeitschrittwei-
tenbegrenzung. Andererseits kann man mit dem expliziten Verfahren selbst auf
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Frame 001 | 23 Feb 2011 | 0G5-FD M Performance
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Abbildung 1.11: Rechenzeit und Speicherbedarf fiir explizite FDM

kleinen Rechnern (wie z.B. mein Notebook) sehr grofie Probleme ziigig rechnen.
Die Abb. 1.11 zeigt die benstigten Rechenzeiten und den Speicherbedarf fiir
verschiedene Problemgrofien (Anzahl der Gitterpunkte auf der x-Achse).

Wir kénnen also bis zu 108 Gitterpunkte auf 1 GB RAM rechnen (das dau-
ert dann allerdings einen ganzen Tag, nehmen sie sich mit ihrem Notebook an
diesem Tag also nichts anderes vor ...) oder 10 Gitterpunkte in einer halben
Minute.

Wie stellen wir eine Zeitmessung in einem Programm an.

clock_t start, end; // Definitionen
start = clock(); // Beginn Zeitmessung
end = clock(); // Ende Zeitmessung

time= (end-start)/ (double) (CLOCKS_PER_SEC); // Differenz

Ubung USA2 Der Quelltext fiir diese Ubung befindet sich in EXERCISES\USA2.
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1.4 Selke 2D FDM Modell

V4 : FDM#2

USA3 : Selke-Gebiet

Wir haben bei der Vorstellung des Bode-Einzugsgebietes gesehen, dass reale
Catchments eher weniger wie Rechtecke aussehen. Dennoch kénnen wir mit
Hilfe der FDM schon eine ganz gute geometrische Approximation von Einzugs-
gebieten hinbekommen. Wenn das Alles nichts niitzt miissen wir halt doch auch
geometrisch genauere Verfahren, wie z.B. die Finite-Elemente-Methode (FEM,
dazu spéter in unseren Kurs), zuriickgreifen.

Die Abb. 1.12 zeigt uns eine mégliche Approximation des Selke-Einzugsgebietes
mit einer relativ geringen Anzahl von FD Zellen (32x42=1344).

e Aus wie vielen FD Knoten besteht das FD Mesh in Abb. 1.127

T t_
I iy

Abbildung 1.12: Rastermodell fiir das Selke-Einzugsgebiet dargestellt mit GI-
NA#OGS (Herbert Kunz, BGR)

Wie bekommen wir aus unserem regelméfigen rechteckigen Raster ein eher un-
regelméfiges Catchment herausgeschnitten? Der Trick besteht darin, einzelne
Zellen zu deaktivieren. Das klingt schon wieder nach Arbeit, ist aber machbar,
dafiir gibt’s die nichste Ubung (GW2). Die geometrische Analyse mit OGS lie-
fert uns zunéchst eine Liste von Gitterpunkten die ausserhalb des Catchments
liegen (siche Ubung GW2):

e ExtractedSelkeMeshIDs.txt



26 KAPITEL 1 GRUNDWASSERHYDRAULIK

e selke.gli

Diese Files kénnen wir mal mit dem OGS-DatenExplorer (ogs-gui.exe) laden.

SE=IE]

Sou zeon iz o o o e s pene ax

Sokaor-fores
Soka ) paivas

h Active Scaor [Sold Color 7}
ﬁ ) A e

opecty 5|

J ( Ee e —

Abbildung 1.13: Das sind zwar die Daten, sieht aber noch nach nix aus ...

|Sim—

Loil = | Tt o == B o

e
v G

sl 5|
R e | |

Abbildung 1.14: OGS hat ein paar nette VTK-Filter, um geometrische Objekte
herauszuheben, dargestellt mit OGS5
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Das ist zwar alles schon und gut, was wir aber brauchen sind die Knoten aus-
serhalb des Catchments, damit wir diese fiir das FD Verfahren deaktivieren
konnen. Also miissen wir doch selber ran. Unser Plan ist wie folgt:

e Aktive Knoten lesen und speichern.

o Aktive Knoten sortieren (Grufi an Hydroinformatik I - Hantieren mit Li-
sten)

std::list<int>nodes_active;
std::ifstream active_nodes_file;
active_nodes_file.open("ActiveNodes.txt");
int na;
while(!active_nodes_file.eof())
{
active_nodes_file >> na;
nodes_active.push_back(na) ;
}

nodes_active.sort();
e (das Zwischenergebnis zur Sicherheit mal rausschreiben)

std::ofstream active_nodes_file_test;
active_nodes_file_test.open("ActiveNodesTest.txt");
list<int>::const_iterator p = nodes_active.begin();
while(p!=nodes_active.end())
{

active_nodes_file_test << *p << endl;

++p;
}

active_nodes_file_test.close();

e Alle Knoten rausfischen, die NICHT aktiv sind.

e Dabei kommt eine neue Hilfs-Funktion NodeInList ins Spiel (siehe unten).

for(j=0;j<jy;j++)
{
nn = j*ix;
for( i=0;i<ix;i++)

{
n = nn+i;
if (!NodeInList (n,nodes_active))
nodes_inactive.push_back(n);
}
}

e Wir iiberzeugen uns vom Ergebnis (File schreiben) ...
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std::ofstream inactive_nodes_file;
inactive_nodes_file.open("InactiveNodes.txt");
for(i=0;i<nodes_inactive.size() ;i++)
{

inactive_nodes_file << nodes_inactive[i] << endl;
¥

inactive_nodes_file.close();

e ... und natiirlich graphisch, wozu haben wir denn Visual C++ gelernt!

Flo Tooks indows_Settncs

et Condrins 5x shon o] T oo | P AL [Pt o @x.
[Fotconiens [ [T —

Y |
X0

Abbildung 1.15: Darstellung aktiver / inaktiver Knoten)

Die niitzliche Hilfs-Funktion, die alle Knoten raussucht, die NICHT in nodes_active
stehen.

bool NodeInList(int n,std::list<int>nodes_active)

{
list<int>::const_iterator p = nodes_active.begin();
while(p!=nodes_active.end())

{
if (n==*p)
return true;
++p;
}

return false;



1.

5 FDM OOP 29

1.5 FDM OOP

V5 : FDM#3
USA4 : OOP
USA5 : VTK

Wie sie bereits wissen, geht nachdem das FDM Programm funktioniert, die
Arbeit erst richtig los. Aus dem QAD Programm wird nun ein OOP, d.h. wir
legen eine C++ Klasse an und packen die einzelnen Rechenschritte in Methoden
der Klasse. Das Ergebnis sehen wir in der neuen main Function: das ganze FDM
passt nun auf eine halbe Seite Quelltext (wobei ein grofler Teil noch fiir die
Zeitmessung draufgeht).

#include <iostream>
#include "fdm.h"

int main(int argc, char *argv[])

{

clock_t start, end;

double cpuTime;

std::ofstream aux_file;
aux_file.open("../cputime.txt");
start = clock();

FDM* fdm = new FDM(Q);
fdm->SetActiveNodes() ;
fdm->SetInactiveNodes();
fdm->SetInitialConditions();
fdm->SetBoundaryConditions () ;

int tn = 100;

for(int t=0;t<tn;t++)

{
fdm->RunTimeStep() ;
fdm->SaveTimeStep() ;
fdm->0utputResults(t);

//-==—-= - -
end = clock();

cpuTime= (end-start)/ (double) (CLOCKS_PER_SEC) ;
aux_file << "CPU time:" << cpuTime << std::endl;
aux_file.close();

return O;

Jetzt wenden wir das explizite FD Verfahren (Abschn. 1.3) auf unsere Problem-
stellung an. Das Ergebnis sehen wir in Abb. 1.16.



30 KAPITEL 1 GRUNDWASSERHYDRAULIK

5750000

5745000

5740000

5735000

-

5730000

5725000

5720000

4430000 4440000 y 4450000 4460000

Abbildung 1.16: Ergebnis der FD Simulation fiir das Selke Gebiet

Ubung USA4 Der Quelltext fiir diese Ubung befindet sich in EXERCISES\USA4 .

Bisher haben wir (aus Gewohnheit) zur Darstellung der Ergebnisse ein kom-
merzielles Grafik-Programm benutzt, Pech fiir den, der’s nicht hat ... Es geht
natiirlich auch anders. Es gibt immer mehr sogenannte ”open source” Soft-
ware, die man frei benutzen kann und sogar als Quell-Text in seine eigenen
Programme einbauen kann. Ein gutes Beispiel hierfiir ist VIK. In Wikpe-
dia findet man folgende Definition: ”Das Visualization Toolkit (VTK) ist ei-
ne Open-Source-C++-Klassenbibliothek, die besonders geeignet ist fiir die 3D-
Computergrafik mit einem Augenmerk fiir die wissenschaftliche Visualisierung.”
(http://de.wikipedia.org/wiki/VTK).

Wir wollen der nichsten Ubung ein VTK-Interface fiir unser FDM-Programm
schreiben, damit wir uns unsere Ergebnisse , ohne ein teures Programm kau-
fen zu miissen, z.B. mit ParaView oder OpenGeoSys anschauen kénnen. Der
prinzipielle Aufbau von VTK-Dateien findet man in der Abb. 1.17.

Ubung USA5 Der Quelltext fiir diese Ubung befindet sich in EXERCISES\USAS5.
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# vtk DataFile Version 2.0 )
Really cool data 1@

ASCII | BINARY 73

DATASET nype :| “

POINT DATA »

~ (5)
CELL DATA n

Part 1: Header Part 4: Geometry/topology. Typeé is one of:
STRUCTURED_POINTS
STRUCTURED_GRID
UNSTRUCTURED_ GRID
POLYDATA

RECTILINEAR GRID

FIELD

Part 2: Title (256 characters maximum, termi-
nated with newline \n character)

Part 3: Data type, either ASCII or BINARY

Part 5: Dataset attributes. The number of data
items M of each type must match the number
of points or cells in the dataset. (If fype is
FIELD, point and cell data should be omitted.

Abbildung 1.17: Aufbau von VTK-Dateien (taken from The VTK User’s Guide)
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1.6 2D implizites Finite-Differenzen-Verfahren

Mit impliziten Finite-Differenzen-Verfahren haben wir uns schon in der Hydro-
informatik beschéftigt (siche auch Abschn. 4.2 Hydroinformatik IT), damals ging
es um eindimensionale Diffusionsprozesse.

1.6.1 Wiederholung Grundlagen

o Auswertung der Ableitungen zum neuen Zeitpunkt t"*1

n+1 n+1 n+1 n+1
0x? i Ax?
n+1 n+1 n+1 n+1
& ~ hivj_l — 2h17] + hLJ+1 (1 6 2)
T Azx? o
e Differenzen-Schema
n+1 n
O R —— 1.6.3
3] At ( )
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
e Mg T2y RUy gy Mg TPy P
2] Ax2 2, AyQ %7
e Gleichungssystem
S K® KvY
— 42—+ 2— |
(At * Az? + AyQ) Ui j
KI n n Ky n n
- <Aw2> (Uz—+11] + uz:fJ) - <Ay2> (Uzj—l1 + uzj_—&l)
= AUt Qi (1.6.4)

Wir vereinfachen die Gleichung (1.6.4), indem wir fiir den Moment annehmen,
dass K* = KY = K (Isotropie) und Az = Ay = Al (gleichformige Diskretisie-
rung). Die Multiplikation mit A¢/S ergibt dann folgende Beziehung.
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KALY iy
<1 ral AP)

KAt n+1 n+1 n+1 n+1
< ) ui e i)
Q,] (1.6.5)

K : Vergleichen Sie die Beziehung (1.6.5) mit der Gleichung (4.10, Skript Hy-
droinformatik IT).

Der Ausdruck K/S = a entspricht dem Diffusivitiitskoeffizienten (Uberpriifen
sie dies anhand der Einheiten). Damit ist die Neumann-Zahl
K At

Nun versuchen wir anhand der Gleichung (1.6.5) die Struktur des zu lésenden
Gleichungssystems zu beschreiben. Wir gehen wieder ganz genau so vor wie bei
der 1D Diffusionsgleichung im Abschn. 4.2 (Hydroinformatik II).

[ 1+4Ne —Ne
—Ne
—Ne 14 4Ne
1+4Ne —Ne
L —Ne 1+4Ne |
A
- 1 - _
ug:gl U&O + b(]’()
UTE ulo+bio
u?jll,o = u?—l,O +br-1,0
“gjl ugq +bo1
L u?+11J 1 | ufq, g1t br—10-1
x b
(1.6.7)

1.6.2 Programmierung

Auch was die Programmierung betrifft, konnen wir auf unsere Erfahrungen in
Hydroinformatik II aufbauen. Es gibt praktisch keinen Unterschied, ob wir es
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mit einem 1D oder 2D Problem zu tun haben. Wir miissen lediglich aufpassen,
dass wir die Indizes richtig zéhlen.

Wir benutzen die Grundstruktur des objekt-orientierten Programms fiir das
explizite FD Verfahren (Abschn. 1.5). Die wesentlichen Unterschiede der im-
pliziten zur expliziten FDM sind, dass wir ein Gleichungssystem aufbauen und
16sen miissen.

#include <iostream>
#include "fdm.h"
#include <time.h>

extern void Gauss(double*,double*,double*,int);

int main(int argc, char *argv[])

{
//- et
FDM* fdm = new FDMQ);
fdm->SetInitialConditions();
fdm->SetBoundaryConditions () ;
//- -== -== -== -
int tn = 2;
for(int t=0;t<tn;t++)
{

fdm->AssembleEquationSystem() ;
Gauss (fdm->matrix,fdm->vecb, fdm->vecx,fdm->IJ);
fdm->SaveTimeStep() ;
fdm->0utputResults(t);
}
//- - - - -
fdm—>out_file.close();
return O;

Dennoch kénnen wir erstaunlich viel wiederverwenden, bis auf

fdm->AssembleEquationSystem() ;
Gauss (fdm—>matrix,fdm->vecb, fdm->vecx,fdm->IJ);

Der Gleichungsloser Gauss ist iibrigens genau der gleiche, den wir schon fiir
die Losung des impliziten FD Verfahrens fiir die Diffusionsgleichung in Hydro-
informatik II benutzt haben. Der Reihe nach. Die Assemblierfunktion soll das
Gleichungssystem (1.6.7) aufbauen. Vom Prinzip her das Gleiche wie beim 1D
FD Verfahren:

e Die Hauptdiagonale bekommt den Wert 1 4 4Ne,

e die Nebendiagonalen haben den Wert —Ne.
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Dies ldsst sich programmtechnisch recht einfach bewerkstelligen (sie erinnern
sich, wie wir in einer Doppelschleife, die Hauptdiagonale herausfinden kénnen)

void FDM::AssembleEquationSystem()
{
// Matrix entries
for(i=0;i<IJ;i++)
{
vecb[i] = ulil;
for(j=0;j<IJ;j++)
{
matrix[i*IJ+j] = 0.0;
if (i==j)
matrix[i*IJ+j] = 1. + 4.xNe;
else if(abs((i-j))==1)
matrix[i*IJ+j] = - Ne;
}
}
// Incorporate boundary conditions
IncorporateBoundaryConditions();
// Matrix output
WriteEquationSystem() ;

1.6.3 Test-Beispiel

Um die Assemblierfunktion zu testen bauen wir uns ein ganz einfaches Beispiel
bestehend aus nur 9 Knoten (Abb. 1.18) - je einfacher, desto besser.

6:(2,0) 7:2,1) 8:(2,2)

3:(1,0) 5:(1,2)

0:(0,0) 1:(0,1) 2:(0,2)
Abbildung 1.18: Testbeispiel

Mit Hilfe der niitzlichen Funktion WriteEquationSystem()konnen wir das Glei-
chungssystem in eine Datei schreiben, das Ergebnis passt.
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2-0.250000000

-0.2562-0.25 000000
0-0.262-0.25600000
00-0.252-0.250000
000-0.2562-0.25000
0000-0.252-0.2500
00000-0.262-0.2560
0000O00O0-0.25 2 -0.25
0000000 -0.252

Etwas kniffliger is es mit dem Einbauen der Randbedingungen. Wir erinnern
uns, der Trick war eine Manipulation der Matrix und des RHS (right-hand-
side) vectors, um den vorgegebenen Wert der Randbedingung zu erzwingen.
Der Code zeigt das Beispiel fiir den Einbau einer Randbedingung im Knoten
(also oben rechts in unseren kleinen Testbeispiel).

void FDM::IncorporateBoundaryConditions()
{
//- mmmmm oo
size_t i_bc;
int i_row, k;
for(i_bc=0;i_bc<bc_nodes.size();i_bc++)

{
i_row = bc_nodes[i_bc];
// Null off-diangonal entries of the related row and columns
// Apply contribution to RHS by BC
for(j=0;3j<IJ;j++)
{
if(i_row == j)
continue; // do not touch diagonals
matrix[i_rowx(IJ)+j]l = 0.0; // NU1l row
k = j*(IJ)+i_row;
// Apply contribution to RHS by BC
vecb[j] -= matrix[k]*uli_row];
matrix[k] = 0.0; // Null column
}
// Apply Dirichlet BC
vecb[i_row] = uli_row]l*matrix[i_row*(IJ)+i_row];
}

Wir schreiben wieder das Gleichungssystem mit WriteEquationSystem()in eine
Datei und schauen uns jeden Schritt genau an.

e Diagonalelemente werden nicht angefasst.

e Reihe zu Null setzen
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b:

200000000

-0.262-0.25000000b:0

0

-0.25 00000 b: O

-0.25 2

00-0.2562-0.250000Db:0
000-0.2562-0.25000Db:0
0000-0.2562-0.2500Db:0

0000O0-0.262-0.250Db:0

000000O0-0.252 -0.25b: O

000000002

e Rechte Seite manipulieren

200000000

-0.256 2 -0.25 00000 0 b: 0.25
0-0.2562-0.2500000Db:0

00

-0.25 000 0 b: O

-0.25 2

000-0.2562-0.25000Db:0
0000-0.2562-0.2500Db:0

00000O0

-0.256 2 -0.25 0 b: O

-0.25

000000 -0.25 2 -0.25 b:

000000002

e Spalte Null setzen

200000000

b: 0.25

02-0.25000000

0-0.262-0.25600000Db:0

00-0.2562-0.250000Db:0
000-0.2562-0.250005b:0
0000-0.2562-0.2500Db:0

0000O0-0.262-0.250Db:0

0000O00O0

-0.25

b:

-0.256 2 0

000000002

e Neumann Randbedingungen setzen

b:2

200000000

b:0.25

02-0.25000000

0-0.2562-0.25 0000 0 b:0

00

-0.25 0 0 0 0 b:0

-0.25 2

000 -0.2562-0.25 00 0 b:0
0000 -0.2562-0.250 0 b:0

00000O0

-0.25 2 -0.25 0 b:0

b:-0.25

000000-0.25620
000000002

SchlieBllich ergibt sich folgendes Gleichungssystem zur Losung durch das Gauss-

Verfahren noch mal richtig aufgeschrieben.
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2h7t! 2h7
2h5Tt —0.25K5T! hiy 4 0.25
—0.25h51 4 2R3 — 0.5h5 ! hy
—0.2505 T + 2Ryt — 0.5Rp 1 hy
—0.25h5 1 4 2R2 T — 0.5hg 1! hy
—0.25h2 1! 4 2Rgtt — 0.5h0! hy
—0.25hg " 4 2R2 T — 0.5h5 T hy
—0.25h0T! 4 2h3 ! hg —0.25
2hg ! -2
(1.6.8)

2 2

Abbildung 1.19: Ergebnisse des impliziten FD Verfahrens fiir t=0.25, 10 sec

Das geschriebene Ergebnisfile sieht dann folgendermafien aus.

ZONE T="0.25", I=3, J=3, DATAPACKING=POINT
01

0.127016

0.016129

0.00201613

0

-0.00201613

-0.016129

-0.127016

2 -1

ZONE T="100.", I=3, J=3, DATAPACKING=POINT
001

1 0 0.267857

N, ONF ONREO
NNBRFR P, PR OO
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0.0714286
0.0178571
1.80718e-19
-0.0178571
-0.0714286
-0.267857
-1

N~ ONEFE ON
NNNE = =, O

V6 : FDM#4

USAG6 : implizite FDM, Test-Beispiel

Ubung USA6 Der Quelltext fiir diese Ubung befindet sich in EXERCISES\USA6.
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1.7 Stationiares Problem

V7 : FDM#5

USAT7 : Test-Beispiel

Bei vielen hydrologischen Fragestellungen geht es langfristige Aussagen, z.B. wie
dndert sich der Grundwasserspiegel durch Klima&nderungen. In solchen Fillen
reicht es aus, das sogenannte stationdre Problem zu lésen. Dabei vernachléssi-
gen wir jegliche zeitliche Anderungen. Dies geht natiirlich nicht, wenn es um
Hochwasserprobleme, Niederschlagsereignisse oder Grundwasser-Pumpen geht.
Wir konnen zeitliche Effekte ausschalten, indem wir den Speicherkoeffizienten
zu Null setzen.

S=0

K-Frage Warum werden zeitliche Effekte vernachlissigt, wenn wir den Spei-
cherkoeflizienten zu Null setzen?

Fiir ein stationéres Problem vereinfacht sich unsere Grundwassergleichung wie
folgt:

e Gleichung

+1 +1 +1 +1 +1 +1
ger Uy D205 T U gy Ui D20 T
0] Ax2 1,5 Ay? T ]
(1.7.1)
e Gleichungssystem
K KV
2 <A5U2 + Ay2> g
K* 1 1 KY 1 1
(S ) - (s ) G+ttt
= Qi (1.7.2)

Wir vereinfachen die Gleichung (1.7.2) wieder, indem wir fiir den Moment an-
nehmen, dass K* = KY = K (Isotropie) und Az = Ay = Al (gleichférmige
Diskretisierung).
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4
0
0

O O O O OO

4
n+1
(&)

1 n
+1 n+1 n+1 n+1
(Ap (uiTyj +uihy + ui i+ ui)

Qi
: 1.7.3
% (173)
e Gleichungssystem in Matrizenschreibweise
4 -1 o 8
-1 4 -1 o
-1 4 -1 8
-1 4 hyy 0
A N e
x b
(1.7.4)

e Gleichungssystem nach Einbau der Randbedingungen

000000O0O b:4
4-1000000 b:1

oo o oo

000-140hb:-1
000004 0b:-4

e Ergebnisse

ZONE T="BIG ZONE", I=3, J=3, DATAPACKING=POINT

N, ONFHONRO
NNNRFR R, RP, OO

01

0.267857
0.0714286
0.0178571
-9.29613e-19
-0.0178571
-0.0714286
-0.267857

-1
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Frame 001 | 12 May 2011

Abbildung 1.20: Testbeispiel mit Dirichlet-Randbedingungen

K-Frage : Vergleichen sie die Ergebnisse mit den der instationdren Berechnung.

K-Frage : Andern sie die Problemgrofe (Vergrofern von ix,iy) und verglei-
chen sie die Ergebnisse..

Ubung USAT7 Der Quelltext fiir diese Ubung befindet sich in EXERCISES\USA7 .
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1.8 Neumann-Randbedingungen

Bisher haben wir Gitterknoten an- und ausgeschaltet sowie Werte auf diesen
gesetzt (Dirichlet-Randbedingungen, 1. Art). Wenn wir Teile des Gebietsrandes
undurchléssig machen wollen, wie dies fiir hydrologische Einzugsgebiete erfor-
derlich ist, miissen wir sogenannte Neumann-Randbedingungen (2. Art) setzen.
Hierfiir miissen wir die Differenzen-Gleichungen modifizieren, dabei sind Rich-
tungsabhéngigkeiten zu beriicksichtigen.

Schauen wir uns die Sache mal etwas genauer an. Wir starten mit dem 5-Stern(e)
Differenzen-Schema.

—Ui—1,j = i1, AU — Uit — Wi
Az?

(1.8.1)

Wollen wir eine undurchléssige Randbedingung in eine bestimmte Richtung set-
zen, bedeutet dies, dass wir den Gradienten in diese Richtung ”zu Null” zwingen
miissen.

Ju
% =0 — Ui—1,j = WUit1,5 (182)
Ju
87y =0 — Ui, j—1 = Ui j+1 (183)

Wenn wir diese Bedingungen (1.8.2) und (1.8.3) in die Differenzen-Gleichung
(1.8.1) einsetzen, erhalten wir fiir alle 4 © — y Richtungen:

e Ju/0x, left boundary

2,5 A — W1 — Ui

1.8.4
INE (1.8.4)
e OJu/0x, right boundary
—2ui_1 5+ A5 — Uy o1 — Ut
: : : : 1.8.5
N (1.8.5)
e Ju/dy, top boundary
Ui, = Uiy + A — 245
1.8.6
AP (1.86)
e OJu/dy, bottom boundary
—Ui—1,j — Wip1,; + 45 — 2U4 541 (1.8.7)

Al?
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Wir fangen mal mit dem ”normalen” Gleichungssystem fiir den Differenzen-
Stern (1.8.1) an.

du; —ug —ug =0
—u1 +4us —uz —2u5 =0
—2usy + 4uz — 2ug =0
—u1 +4uyg + 2us —u7r =0
—Ug — g + dus — ug —ug =0
—ug — 2us + 4ug —ug =0
—2uy +4ur —2ug =0
—2us —uy +4ug —ug =0
—ug —ug + ug =0

(1.8.8)

mit der System-Matrix A

4-1 0-1 00 00 O
-14-10-10 00 O
0-1 4-1 0-1 00 O
-10-14-10-10 0
0-1 0-1 4-1 0-1 O
00-10-14-10-1

00 0-1 0-1 4-1 0
00 00-10-14-1

00 00 O0-1 0-1 4

Wir schreiben mal das gesamte Gleichungssystem als Knoten-Gleichungen

1:(1,1) 4dup  —ue —Uy

2: (2, ].) —U +4’U,2 —Uus 727.1,5

3: (3, ].) —2’LL2 +4'Ll/5 —2’LL6

4: (1, 2) —Uq +4uy  —2us — Uy

5: (2, 2) —U2 —ug  +4us —ug —ug
6:(3,2) —us —2us  +4dug —Ug
7:(1,3) —2uy +dur  —2ug
8:(2,3) —2us —uy  +dug —ug
9: (37 3) —Ug —ug  +4ug

und in Matrizen-Schreibweise
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+4 -1
-1 +4
-2
—1
-1

-1
+4

+4
-1

-2
+4
-2

-2

-1
+4

-1

-1

-1
+4 -2
-1 +4

-1

-1
+4

U1
Uz
us
%
Uus =
Ug
ur
us
Ug

OO OO O OO

|
—_

Wenn wir die fiir die Neumann-Randbedingungen modifizierten Differenzen-
Gleichungen in unser 9-Knoten Test-Beispiel einsetzen, erhalten wir folgendes
Gleichungssystem (Knotengleichungen),

4u1 — 2U2 — 2U4

—uy + 4us — us — 2us
7211,2 + 4U3 — 2u6

~0
=0
=0

—u1 +4uy —2us —uyr =0

—Ug — ug + 4us — ug — ug

—Uusz — 2U5 + 4’LL6 — Ug
7211,4 + 4U7 — 2U8

—2us — uy + 4ug — ug
—2ug — 2ug + 4ug

=0
=0
=0
=0
=0
(1.8.9)

Schauen sie sich die Unterschiede zwischen den Gleichungssystemen (1.8.8) und
(1.8.9) mal genau an. Die Matrix, nach Einbau der Randbedingungen sieht
folgendermaflen aus

O OO O O O O O

PN O OO O OO
o OO0 O Oo0OO0oOOoOocUuU

oo o T T T T »

|
W

O O O O O -

Losen wir das Gleichungssystem (1.8.9) mit dem Gauss-Seidel-Verfahren, erhal-
ten wir nach 3 Iterationen das richtige Ergebnis (Abb. 1.21).
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ZONE T="BIG ZONE", I=3, J=3, DATAPACKING=POINT
01

0.267857

0.0714286

0.0178571

0

-0.0178571

-0.0714286

-0.267857

-1

NP, ONEFL ONFHO
NNNFE P, = OO

ZONE T="BIG ZONE", I=3, J=3, DATAPACKING=POINT
01

0.28125

0.125

0.03125

0

-0.03125

-0.125

-0.28125

-1

NP, ONF,ONFRO
NNNFE P, = OO

Z0NE T="BIG ZONE", I=3, J=3, DATAPACKING=POINT
01

N, ONFEONRO

Der Vollstdndigkeit halber, fiir die Implementierung der Neumann-Randbedingungen
benotigen wir entsprechende Datenstrukturen, die in der Ubung USAS8 ”zu be-
wundern” sind.

std: :vector<int>bc_neumann_nodes;
std: :vector<double>bc_neumann_values;

V7 : FDM#5

USAS8 : Test-Beispiel, Neumann-Randbedingungen
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Frame 001 | 12 May 2011 |

Abbildung 1.21: Testbeispiel mit Neumann-Randbedingungen

1.9 Vergroflerung des Testbeispiels

V8 : FDM#6

USA9 : Test-Beispiel, Erweiterung

Nachdem wir das implizite FD Verfahren mit dem Mini-Testbeispiel(3 links,
3 rechts) entwickelt haben, probieren wir, ob es auch fiir grofiere FD Gitter
funktioniert. Aber nicht gleich iibermiitig werden, wir nehmen erstmal ein 4 x 4
Problem. Fiir die Vergréflerung des Gitters miissen wir "nur” in den Konstruktor
der FDM-Klasse einzugreifen und die Knoten-Zahl in beide Richtungen hoch-
setzen

FDM: : FDM()

{
I=24; //43;
J =4; //33;
.3

Natiirlich miissen wir auch die Randbedingungen anpassen. Die Knoten-Nummern
dndern sich.

void FDM::SetBoundaryConditions()
{
//
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//Neumann boundary condition
bc = new BCQ);

bc->node_number = 1; ->2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14
)

Das war’s schon. Das Ergebnis sehen wir in der Abb. 1.22.

Abbildung 1.22: 4 x 4 Testbeispiel

Das Gleichungssystem dazugehorige Gleichungssystem wird langsam etwas grofler,
nicht mehr sehr einladend fiir eine Rechnung mit dem Bleistift.

o O
o O
[elNe)
o O
o O
o O
[l e)

N
o

o o

O O O O
- OO B O

0-140hb:-1

O OO O OO0 OO0 O OO O O B

O OO OO OO O OO0
O OO O O O OO o

Ubung USA9 Der Quelltext fiir diese Ubung befindet sich in EXERCISES\USA9.
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1.10 Rechteck-Aquifer

V8 : FDM#6

USA10 : Rechteck-Aquifer

Jetzt gehen wir auf’s Ganze und probieren unseren Rechteck-Aquifer (20 x 10
Zellen) aus. Zur Vergréflerung des Gitters gehen wir ”wie gewohnt” vor und
greifen in den Konstruktor der FDM-Klasse ein.

FDM: : FDM()
{
I=21;
J = 11;
L}

Um die (Dirichlet)Randbedingungen auf den einzelnen Seiten zu setzen:

Oben: konstanter Wert = -1 (North),

Unten: konstanter Wert = 1 (South),

Links: konstanter Wert = 0 (West),

Rechts: konstanter Wert = 0 (East),
erweitern wir unsere dafiir zusténdige Klassen-Funktion.

void FDM::SetBoundaryConditions()

{
//-—=—== -—=
for(int i=0;i<I;i++)
{//8
bc_nodes.push_back(i); uli] = 1;
bec_file << "S: " << i << " value= " << u[i] << std::endl;
}
for(int i=0;i<I;i++)
{//n
1 = Ix(J-1)+i;
bc_nodes.push_back(l); u[l] = -1;
bc_file << "N: " << 1 << " value= " << u[l] << std::endl;
}
for(int j=1;j<J-1;j++)
{//E
1 = Ixj;
bc_nodes.push_back(l); u[l] = 0;
bc_file << "E: " << 1 << " value= " << u[l] << std::endl;
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for(int j=1;j<J-1;j++)

{//w
1 = Ixj+I-1;
bc_nodes.push_back(1l); ul[l] = 0;
bc_file << "W: " << 1 << " value= " << u[l] << std::endl;
}
}

Das Ergebnis ldsst sich sehen (Abb. 1.23). Welche Unterschiede sehen sie im
Vergleich zur Abb. 1.97

Abbildung 1.23: Prinzipbeispiel - Ergebnisse des impliziten stationéiren FD Ver-
fahrens

Das Gleichungssystem sparen wir uns lieber ... (231 x 231 Matrix).
Ubung USA10 Der Quelltext fiir diese Ubung befindet sich in EXERCISES\USA10.
Zusammengefasst nochmal unsere Beispiele:

1. Test case: hat nur ganz wenige Konten (3 x 3), kann per Hand nachge-
rechnet werden.

2. Principal case: immer noch einfache Geometrie, unterschiedliche x — y
Ausdehnungen, zu grof fiir Handrechnung (Programm muss also tun).

3. Application case: Selke im Bode Einzugsgebiet, ein Beispiel mit richtigen
Daten.
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1.11 Testfragen

1.

no flow

'Y
hq

8.

Schreiben sie die Taylor-Reihe fiir eine Funktion wu(¢,y) im Raum-Punkt
y; auf (die ersten 3 Glieder reichen inklusive der Genauigkeit der Reihen-
entwicklung).

. Was ist der Vorteil zentraler Differenzen gegeniiber Vorwérts- und Riickwérts-

differenzen-Verfahren?

. Es gibt explizite und implizite Verfahren fiir die Losung von partiellen

Differenzialgleichungen (PDEs). Worin besteht der Unterschied?

Schreiben sie das explizite Finite-Differenzen-Schema fiir die Grundwas-

sergleichung:
oh 0 Oh 0 Oh
= _ (K= )-=(K.Z=) = 1.11.1

S@t 8y< y8y> 82( Z&z) @ ( )

. Welche Rolle spielen die Laufindizes ix,iy fiir die Speicherreservierung

eines 2-D Finite-Differenzen-Gitters?

. Welche Einheiten haben die Parameter der Grundwasserstromungsglei-

chung, K¢ hydraulische Leitfdhigkeit und Sy spezifischer Speicherkoeffizi-
ent?

Zeichnen sie die Druckverteilung entsprechend der gesetzten Randbedin-
gungen in die jeweiligen Modellgebiete ein.

no flow hp
o2
2 3 2
o o o
o o o
[ C [
o
no flow hy

Abbildung 1.24:

Woher kommen die eigenartigen Muster in der Druckverteilung in der
folgenden Abbildung?
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100

80

a0

Abbildung 1.25: Berechnete Druckverteilung im Rechteck-Aquifer nach 100 Zeit-
schritten At = 50 sec

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

Wie ist die Neumann-Bedingung fiir ein zweidimensionales Problem defi-
niert? Welche numerische Bedeutung hat diese Kennzahl?

Mit welcher C++ Funktion konnen sie Elemente in Vektoren und Listen
einfiigen?

Mit welcher C++ Funktion konnen sie Elemente in einer Listen sortieren?

Worin bestehen die Unterschiede zwischen expliziten und impliziten Dif-
ferenzenverfahren?

Was bedeutet hydraulische Isotropie hinsichtlich der Leitfihigkeiten in
verschiedene Koordinatenrichtungen?

Wie heisst der Parameter, der hydraulische Leitfahigkeit und spezifischen
Speicherkoeffizienten verkniipf? Welche Einheit hat dieser Parameter?

_ Ky

T —
So

(1.11.2)

Wie kénnen Randbedingungen in ein Gleichungssystem eingebaut werden?
Beschreiben sie die Vorgehensweise kurz.

Was ist der Unterschied zwischen stationiren und instationéiren Systemen?

Wie ist die Dirichlet-Randbedingung (1. Art) fiir eine Funktion u(t, x)
mathematisch definiert?

Wie ist die Neumann-Randbedingung (2. Art) fiir eine Funktion u(t, x)
mathematisch definiert?



Kapitel 2

Finite-Elemente-Methode

Wir haben uns sehr intensiv mit der Methode der finiten Differenzen beschéftigt.
Bei der Einfithrung der numerischen Berechnungsmethoden in der Hydroinfor-
matik IT Veranstaltung haben wir gesehen, dass es ein ganzes Arsenal von Ver-
fahren gibt (Abb. 2.1, Hydroinformatik II Skript), welche fiir bestimmte Pro-
blemstellungen geeignet oder ungeeignet sind. In den Visualisierungsiibungen im
VISLab werden wir sehen, dass FD Verfahren Grenzen haben, wenn es um die
exakte Beschreibung komplexer Geometrien geht. Hier sind Verfahren im Vor-
teil, die sogenannte unstrukturierte Rechengitter benutzen kénnen. Hierzu z&hlt
z.B. die Finite Elemente Methode, mit der wir uns nun etwas néher beschéftigen
mochten. Die Abb. 2.1 zeigt uns ein aktuelles Beispiel aus einem Forschungsvor-
haben zusammen mit der Bundesanstalt fiir Geowissenschaften und Rohstoffe
(BGR) in Hannover

Bei diesem Forschungsvorhaben geht es um die Modellierung von Stréomungs-
und Ausbreibuntsprozessen im geologischen Untergrund. Um mogliche Trans-
portpfade im Untergrund moglichst genau beschreiben zu kénnen, muss die
Geometrie von Kluftsystemen genau beschrieben werden. Hierzu benétigt man
dreiecksbasierte Elemente (Dreiecke, Tetraeder, Prismen, Pyramiden). Derarti-
ge Rechengitter kénnen nicht mehr mit finiten Differenzen abgebildet werden,
hierfiir benotigt man Finite Element oder Finite Volumen.

2.1 Finite-Elemente Testbeispiel

Zur Erlauterung des FE Methoden schauen wir uns ein ganz einfaches Beispiel
von Jonathan Istok (1989) an. In den VISLab Ubungen werden wir uns dann
von den Moglichkeiten der FE Methode iiberzeugen konnen. So werden uns z.B.
ein Grundwassermodell fast der gesamtem Arabischen Halbinsel ansehen und
damit arbeiten konnen (ich hatte ihnen die Saudi Arabia Case Study in der

93
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GINA - fractures

File Edit Utiites Meshing Options Info

Geometry (GLI)

Mesh [RFIAMSH)

Undo | (23] E\3 Task\20100831_ADUR_GINA\Grimssltfiactures

FEM-Parameter

RF-Calculation / Results

Mesh
I Background Gradient

== 0| o
Nodes: 2148
Show Hore
Flemerts 4047
0 <> e
I~ Avisymrnety K
g
fi ! f'ﬂ'
I Geemely ¥ Mesh Ty
Hadern, on selected K
II:N‘E‘TEW b AN T T A %A%‘
lode Nuraber AN bl
I Element Nuriber h%’f"g"gggﬁgs;ﬁ“, i
I Center of Elment T

I fichianng
W MeshSuface

I~ MatGr.Boundary
¥ Highiight sl Element

LA A7
PR

Materialgroup on/off
Mateialgroup Propeties
PCS-Type
NO_PLS View 30 Vien 20 Zoom Fit EGR
Faclor i [ Inclination - o | ® Fit Mesh Cst | | BGR
Rtz [1 ngle. —r & Navigate @ H. Kunz [2010]
Yasis 1 Rorge 5 <] > %z | %z _Fit Eloment. | W fuioFledian
Zais T Incl.: |27 Inclination + vz | vz &

Fit Geometry Fedraw

Abbildung 2.1: Modellierung eines Kluftsystems im Kristallin (Herbert Kunz,
BGR)

Christmas Lecture 2010 schon einmal vorgestellt). Bei dem einfachen Beispiel
handelt es sich um ein Séulenmodell (Abb.

Wir betrachten ein 1D stationdres Grundwasserstréomungsproblem.

0 oh
5 (Kag ) =0 (2.1.1)

Ein Néherungsverfahren wird uns eine Naherungslosung h liefern, welche die
Bilanzgleichung (2.1.1) nicht mehr ganz korrekt erfiillt.

d oh
o K’B? =R(z)#0 (2.1.2)

Dabei ist R(x) der Fehler, das sogenannte Residuum. Das Residuum kann in
den verschiedenen Gitterpunkten ¢, j unterschiedliche Wert R; # R; annehmen.
Am Knoten 3 hingen die Elemente (2) und (3) (Abb. 2.2. Daher ergibt sich das
Residuum im Knoten 3 aus den Elementwerten wie folgt.

Rs = RY) + R{Y (2.1.3)
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element numbers node numbers
\ 1 (x=0)
1
2 (x=2)
2
3 (x=4)
3)
4 (x=7)
Gy
DATUM 5 (x=10)

Finite Element Mesh

Abbildung 2.2: Bodensdulenmodell zur Erlduterung der FE Methode nach Istok
(1989)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir fiir jeden Knoten ¢, das Re-
siduum wie folgt schreiben.

P
Ri =Y R (2.1.4)
e=1

Dabei ist p die Anzahl der Elemente, die am Knoten 7 angebunden sind. Der
Elementbeitrag zum Residuum lésst sich wie folgt berechnen.

. %5 92h(©)
Ri °) — ‘/e NT(‘) (Kée)amz dx (215)

Dabei ist Ni(e) = W;(z) eine Interpolationsfunktion auf dem Element (e) (Abb.
2.3).

Die gleiche Beziehung ldsst sich den anderen Element-Knoten j schreiben.
2 27 (o)
©_ [ y© [ godh
R = L<e) N; (KJc 92 dx (2.1.6)

Die linearen Interpolationsfunktionen fiir 1D Elemente sind

(e) (e)
e T, —T e r—x;
N@) = L N @) = T (2.1.7)
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node i node j
e

Abbildung 2.3: Interpolationsfunktion fiir die Galerkin-Methode nach Istok
(1989)

Die approximierte Feldgrofle A kann nun wie folgt auf dem 1D finiten Element
interpoliert werden (Abb. 2.3).

hO() = Nhi+Nh;
(©)

(e) e
.Ij x Tr—x;

= 10 Mt 7o

h; (2.1.8)

4—-—-—--——- L —

& 9
node i nodc'}
£
(xmxge)) (x:Xj )
X

e

Abbildung 2.4: Interpolierte Naherungslosung auf einem 1D Element nach Istok
(1989)

Jetzt stoBen wir auf ein ernsthaftes Problem. In den Gleichungen (2.1.5) und
(2.1.6) miissten wir Ableitungen zweiter Ordnung berechnen, unsere Interpo-
lationsfunktionen sind aber linear - also existieren keine zweiten Ableitung -
was tun? Wir machen eine mathematischen Trick in diesen Gleichungen. Ein
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partielle Integration von (2.1.5) ergibt.

5 925 7 ON 9h©) . ohe [
/ N© (K;@ do = —/ KOS T g N >K§;>W (2.1.9)

0z2 or Ox

e Wie koénnen wir die Umformung in Gleichung (2.1.9) iiberpriifen?

Der zweite Term auf der rechten Seite von (2.1.9)

(2.1.10)

entspricht der Vorgabe von Werten auf den Randknoten z§ und z§ des Elements
(e). Handelt es sich um einen Randknoten, dann geht es um Randbedingungen.

e Um welchen Randbedingungstypen handelt es bei (2.1.10)?
e Welche Randbedingung ist es, wenn der Wert von (2.1.10) gleich Null ist?

e Was passiert mit inneren Knoten?

Nun setzen wir die Beziehung (2.1.9) in die Gleichung (2.1.5) ein und erhalten.

. T 92h(e
R = / e N (Ka(f)axQ dx

- _/: Kﬂ(ce)m;i@ag(;) et Ni(e)Ky(ce)agi:) : (2111)
Jetzt miissen wir uns um 9h(®) /0z kiimmern.
62? - C% (Ni(e)hi + N§6)hj) = agie) hi + agf) h; (2.1.12)
Nach Einsetzen der Interpolationsfunktionen erhalten wir schliefflich.
82;6) - ﬁ(_hi +hy) (2.1.13)

Fiir die Ableitungen der linearen Interpolationsfunktionen folgt.

ON©® o (2l -z 1
= (L) = (2.1.14)
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ON' o (x—al® 1
i _ Y i -
9~ 92 [10) =1© (2.1.15)
Setzen wir jetzt die Beziehungen in die Gleichung (2.1.11) ein, ergibt sich.
© — [Tk (2N (2 Ch
ko= ) KT e ) \zw ) Rt )
K

== W(hz 7}7,]) (2116)

In gleicher Weise bekommen wir.

) K
fig

R (—hi + h;) (2.1.17)

Beide Gleichungen (2.1.16) und (2.1.17) lassen sich zusammen in einer Matrizen-
Form schreiben.

R E9T41 —17( h
{ R(e) }_ (© |:_1 +1 :|{ hj } (2118)
J
—_———
2X2
Leitfihigkeitsmatrix
o KT+ 4
(K =25 [1 +1] (2.1.19)
—_——
2%x2

Aufgrund der Elementgeomtrien L(¢) (Abb. 2.2) ergeben sich folgende Element-
matrizen.

1 +1/2 —1/2 2 —|—1 —1
(X! )]:[1/2 +1/2] o K )]:{1 +1}
1 +1/3 -1/3 9 +1/3 -1/3
K = { _1/3 +1/3 } . K@) = [ “1/3 +1/3 ]
(2.1.20)
Zusammenbauen des Gleichungssystems.
{R} =[K]{h} =0 (2.1.21)
Rl h1
R2 hg
{R}=| Bs . {h}=1| hy (2.1.22)
R4 h4

Rs hs
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K] = [KY] 4+ [KP] + [K®] + [KW] (2.1.23)
/2 —1/2 0 0
-1/2 14+1/2 -1 0 0
K] = 0 -1 1+41/3  -1/3 0
0 0 -1/3  1/3+1/3 -1/3
0 0 -1/3  1/3
/2 —-1/2 0 0 0
-1/2 3/2 -1 0 0
= 0 -1 4/3 -1/3 0 (2.1.24)
0 0 -1/3 2/3 -1/3
0 0 0 -1/3 1/3
/2 -1/2 0 0 0 hy 0
-1/2  3/2 -1 0 0 ha 0
0 -1 4/3 -1/3 0 hs 0 (2.1.25)
0 0 -1/3 2/3 -1/3 hy 0
0 0 0 -1/3 1/3 hs 0

2.2 Testfragen

1. Nennen sie einige Vor- und Nachteile der Methode der Finiten-Elemente.

2. Welche geometrischen Elementtypen konnen mit der Finite-Elemente-Methode

abgebildet werden?

3. Was ist ein Residuum?

4. Was ist die natiirliche Randbedingung fiir die Methode der Finiten-Elemente
(das heisst, wenn man nichts setzt)?

5. Welche Funktionen der Finite-Differenzen-Methode kénnen wir bei der
Implementierung der Methode der Finiten-Elemente wiederverwenden?
Vergleichen sie die objekt-orientierten Implementierungen der expliziten
FDM (Abschn. 1.5) und der FEM in Abschn. 1.8.

6. Berechnen sie die Elementmatrizen der hydraulischen Leitfihigkeit fiir fol-
gendes Finite-Elemente-Gitter.

Ke=1 Kf=2

Kf=1

x=0 x=2

x=5 x=6
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2.3 Implementierung des FE Verfahrens

Vergleichen wir die Quelltexte der main Funktionen fiir FD und FE Verfahren,
sehen wir kaum Unterschiede. Das heisst die Abldufe (Algorithmen) sind sehr
ghnlich.

#include <iostream>
#include "fem.h"
#include <time.h>

extern void Gauss(double*,double*,double*,int);

int main()

{
clock_t start, end;
double cpuTime;
std: :ofstream aux_file;
aux_file.open("../cputime.txt");
start = clock();
//- -== [ttt
FEM* fem = new FEM(Q);
fem—>SetInitialConditions();
fem->SetBoundaryConditions () ;

int tn = 10;
for(int t=0;t<tn;t++)
{
fem->AssembleEquationSystem() ;
Gauss (fem->matrix,fem->vecb,fem->vecx,fem->1J);
fem->SaveTimeStep() ;
fem->0utputResults(t);
}
//- ittt - -
end = clock();
cpuTime= (end-start)/ (double) (CLOCKS_PER_SEC);
aux_file << "CPU time:" << cpuTime << std::endl;
aux_file.close();
fem->out_file.close();
return O;

Im Unterschied zur Implementierung des FD Verfahrens wollen wir Flexibilitét
erreichen beziiglich der Definition des Modellgebietes. Das ist auch der grofle
Vorteil der FEM - die flexible Geometrie. Bei der Programmierung des FD Ver-
fahrens haben wir die Netzgenerierung ja wihrend der Programmausfiirhung er-
ledigt. Das ist ja auch nicht weiter schwer, da bei der FDM immmer regelméfige
Rechteckgitter die Ausgangsbasis sind.
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Der beste Weg zur Flexibilitdt ist die Moglichkeit zu schaffen, FE Gitter iiber
eine Datei einlesen zu kénnen. Also brauchen wir eine Lesefunktion und kénnen
auch unsere Erfahrungen mit File-Streams (Hydroinformatik I, Kapitel 6) zuriick-
greifen. Beim Schreib der Lesefunktion lernen wir viel iiber die Art der Daten-
strukturen, die wir benttigen. Aus dem Theorieteil wissen wir schon, dass wir es
mit Matrizen zu tun haben werden. Wir benutzen das gleiche Konzept wie fiir
die Lesefunktion der Studentenklasse CStudent (Ubung 6.3, Hydroinformatik
1).

Die Lesefunktion ReadMesh() bekommt den File-Stream als Argument und lie-
fert die aktuelle Position im Stream zuriick. In der Funktion gibt es eine Schleife,
die solange liift, bis das Dateiende erreicht wird. Dabei wird das File zeilenweise
ausgelesen (msh_file.getline()) und die Zeile ausgewertet. Leerzeilen werden
iibersprungen. Wenn das Keyword #STOP auftritt, wird das Lesen beendet.

std::ios::pos_type FEM::ReadMesh(std::ifstream& msh_file)
{
std::ios::pos_type position;
std::string input_line;
char buffer[256]; // MAX_LINE
while(!msh_file.eof())
{
position = msh_file.tellg();
msh_file.getline(buffer,256) ;
input_line = buffer;
if (input_line.size()<1) // skip empty lines
continue;
if (input_line.find ("#STOP") !=std::string: :npos)
return;

Das Eingabefile fiir das 1D FE Gitter sieht wie folgt aus.

#FDMESH
$NODES
5

o

0.
ELEMENTS

W NP, O PHEE NN

W N e
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#STOP

Der spezielle Leseteil sucht nach den Schliisselwortern fiir Knoten und Elemente,
die wir natiirlich in entsprechenden Vektoren speichern.

$NODES - std::vector<double>node_vector;
$ELEMENTS - std::vector<int*>element_vector;

Bei den Knoten merken wir uns zunéchst nur den x-Koordinatenwert. Bei den
Elementen geht es um die beiden Knoten, die dazugehtren. Daher braucht der
Elementvektor als Argument eine Datenstruktur des Typs int*. Fiir diese Da-
tenstruktur int* element nodes miissen wir vor Benutzung Speicher fiir zwei
Integer-Zahlen fiir die Knotennummern des Elements reservieren.

void FEM::ReadMesh(std::ifstream& msh_file)
{

while(!msh_file.eof())
{

// Dealing with subkeywords
if (input_line.find ("$NODES") !=std: :string: :npos)
{
msh_file >> nn;
for(int i=0;i<nn;i++)
{
msh_file >> x;
node_vector.push_back(x);
}
}
if (input_line.find ("$ELEMENTS") !=std: :string: :npos)
{
msh_file >> ne;
for(int i=0;i<ne;i++)
{
element_nodes = new int[2];
msh_file >> element_nodes[0];
msh_file >> element_nodes[1];
element_vector.push_back(element_nodes) ;
}
}
}
}

Um zu priifen, ob das Lesen des Eingabefiles geklappt hat, schreiben wir gleich
noch eine dazu passende Output-Funktion.
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void FEM::OutputMesh(std::ofstream& msh_file_test)
{
msh_file_test << "#FEM_MSH" << std::endl;
msh_file_test << "$NODES" << std::endl;
for(int n=0;n<(int)node_vector.size() ;n++)
{
msh_file_test << node_vector[n] << std::endl;
}
msh_file_test << "$ELEMENTS" << std::endl;
for(int e=0;e<(int)element_vector.size() ;e++)
{
msh_file_test << element_vector[e] [0] << " " \
<< element_vector[e] [1] << std::endl;
}
msh_file_test << "#STOP" << std::endl;

2.3.1 Anfangsbedingungen

void FEM::SetInitialConditions()

{
for(int n=0;n<(int)node_vector.size() ;n++)
{
node_vector[n] = h_initial;
}
}

2.3.2 Randbedingungen

In der Aufgabenbeschreibung (Abb. 2.2) sehen wir die gesetzten Randbedin-
gungen an des Siulenmodells, A = 12m oben (Knoten 0) und » = Om unten
(Knoten 4).

void FEM: :SetBoundaryConditions()
{
bc_nodes.push_back(0) ;
u[bc_nodes[0]] = h_top; u_new[bc_nodes[0]] = h_top;
bc_nodes.push_back(4);
u[bc_nodes[1]] = h_bottom; u_new[bc_nodes[1]] = h_bottom;

2.3.3 Elementmatrizen

Die Berechnung der Elementmatrizen teilen wir auf in zwei Funktionen.
CalculateElementMatrices() ist eine Schleife iiber alle Elemente und ruft die
eigentliche Berechnungsfunktion jede Elementmatrix auf.
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void FEM::CalculateElementMatrices()
{
for(int e=0;e<(int)element_vector.size();e++)
{
CalculateElementMatrix(e);
}
}

CalculateElementMatrix (int) berechnet die Element-Leitfihigkeitsmatrix geméf
Gleichung (2.1.19). Fiir lineare 1D Elemente (mit 2 Knoten) ist die Element-
matrix eine 2 x 2 Matrix. Fiir die Berechnung benétigen wir die Elementléinge

L und die jeweilige hydraulische Leitfihigkeit des Elements K[e]. Gespeichert
werden die Elementmatrizen in einem Vektor element_matrix_vector.

void FEM::CalculateElementMatrix(int e)
{
element_matrix = new double[4];
element_nodes = element_vector([e];
x0 = node_vector[element_nodes[0]];
x1 = node_vector[element_nodes[1]];
L = x1-x0;
element_matrix[0] = K[el/L;
element_matrix[1] = -K[el/L;
element_matrix[2] = -K[el/L;
element_matrix[3] = K[el/L;
element_matrix_vector.push_back(element_matrix);

Zum Test legen wir die Output-Funktion fiir Elementmatrizen an.

void FEM::DumpElementMatrices(std::ofstream& file)

{
int ii;
for(int e=0;e<(int)element_matrix_vector.size();e++)
{
file << "—-mmmmmm " << std::endl;

element_matrix = element_matrix_vectorl[e];
for(int j=0;j<2;j++)
{
for(int i=0;i<2;i++)
{
ii= 2%j+i;
file << element_matrix[ii] << " ";
}
file << std::endl;
}
}
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Elementmatrizen

5e-006 -5e-006
-5e-006 5e-006
1e-005 -1e-005
-1e-005 1e-005
3.33333e-006 -3.33333e-006
-3.33333e-006 3.33333e-006
3.33333e-006 -3.33333e-006
-3.33333e-006 3.33333e-006

2.3.4 Gleichungssystem

Nun miissen die Elementmatrizen zum Gleichungssystem zusammengefiigt wer-
den gem#f Gleichung (2.1.25). Index im Gleichungssystem

void FEM::AssembleEquationSystem()
{
int 1i,j;
for(int e=0;e<ne;e++)
{
element_nodes = element_vector([e];
element_matrix = element_matrix_vectorl[e];
i = element_nodes[0];
j = element_nodes[1];
matrix[i*nn+i] += element_matrix[0];
matrix[i*nn+i+1] += element_matrix[1];
matrix[j*nn+j-1] += element_matrix[2];
matrix[j*nn+j] += element_matrix[3];

5e-006 -5e-006 0 0 0
-5e-006 1.5e-005 -1e-005 0 0
0 -1e-005 1.33333e-005 -3.33333e-006 0
0 0 -3.33333e-006 6.66667e-006 -3.33333e-006
0 0 0 -3.33333e-006 3.33333e-006

Unser OOP zahlt sich aus. Fiir den Einbau der Randbedingungen kénnen wir
exakt die gleiche Funktion wie fiir das FD Verfahren nehmen. Warum eigentlich?

void FDM::IncorporateBoundaryConditions()
void FEM::IncorporateBoundaryConditions ()
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5e-006 0 0 0 O b:6e-005

0 1.5e-005 -1e-005 0 O b:6e-005

0 -1e-005 1.33333e-005 -3.33333e-006 0 b:0
0 0 -3.33333e-006 6.66667e-006 0 b:0

0 0 0 0 3.33333e-006 b:0

Auch fiir das Losen des Gleichungssystems benutzten wir den bewéhrten Gauss-
Loser - wie er ist.

12
9.33333
8

4

0

V7 : FEM#2

USA11 : FE Test-Beispiel

Ubung USA11 Der Quelltext fiir diese Ubung befindet sich in EXERCISES\USA11.



2.4 2D FE VERFAHREN 67

2.4 2D FE Verfahren

In Einfithrungsteil zur Finiten Elemente Methode (FEM) sind wir bereits auf
die Vor- und Nachteile der FEM eingegangen. Der entscheidende Vorteil der
FEM ist die geometrische Flexibilitdt, Systeme zu beschreiben. In der Abb. 2.1
hatten als Beispiel ein Kluftnetzwerk angefiihrt. Das ” Geheimnis” der Flexi-
bilitdt der FEM liegt darin, dass wir beliebige geometrische Elemente fiir die
Systembeschreibung verwenden kénnen, z.B. Linien, Drei- und Vierecke, Tetra-
und Hexaeder, Prismen und Pyramiden-Elemente (Abb. 2.5).

—

o Tetahedra
3D Elements  Hexchedra
Prisre

aments
Tricngles
Quadilaterak

1-D Elernents

Abbildung 2.5: Mégliche Elementtypen fiir die Finite Elemente Methode (FEM)
Das 1D Testbeispiel zur Einfithrung in die FEM hat uns natiirlich noch nicht
von den Vorteilen der FEM iiberzeugt. Daher beschéiftigen wir uns nun mit der

FEM fiir Dreieckselemente und erlangen so eine grofie geometrische Flexibilitéit
fiir 2D Problemstellungen.

Wir betrachten ein 2D stationéres Grundwasserstromungsproblem.
0 oh 0 oh
— | Kp— — | Ky,=— ) =0 2.4.1
ox ( 8x>+8y ( y@y) ( )

2.4.1 Entwicklung der Finite Elemente Gleichung

e Residuum

: ) oh ) oh
/QN (ax (Kxax> + % (KJay>> dQ = (2.4.2)
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Die Gleichung (2.1.9) lisst sich fiir 2D und 3D Problemstellungen erweitern

NV(KV)dQ = — [ VNKVIQ + ¢ NKVdIOQ (2.4.3)
Q Q oN

Dabei nutzen wir zwei mathematische "Tricks’, die uns schon bekannt sind (Hy-
droinformatik IT)

1. Kettenregel (integration by parts)

V(NA) = NVA+VNA

NVA = V(NA)-VNA

<~
B
(2.4.4)
2. Definition der Divergenz
/VBsz?é BdoQ) (2.4.5)
Q oN

Genau wie bei dem 1D Problem, brauchen wir eine Nidherungslosung h auf
unseren (noch nicht spezifizierten) 2D Elementen. Wir probieren es mal mit
Dreieckselementen auf denen wir linear interpolieren.

h(z,t) = Z N;(x)hi(t) (2.4.6)

Im Allgemeinen hingt unsere Feldgréfie (Grundwasserstand h) sowohl vom Ort
(x) als auch von der Zeit (¢) ab. Die Interpolationsvorschrift in Gleichung (2.4.6)
bedeutet auch eine Separation der Variablen. Die Interpolationsfunktion N (x)
iibernimmt die Ortsabhéngigkeit und der Knotenwert (h;(t)) ist nur zeitlich
variabel. Das macht Sinn, da der Knoten (;) ja ortlich verankert ist.

Damit ergibt sich aus (2.4.3) folgende Niherungsgleichung (Finite Elemente
Formulierung) fiir die Berechnung der Grundwasserstéinde in den Gitterknoten
eines FE Netzes (dazu kommen wir noch).

/ (VNKVN) d) = f N(KV) dT (2.4.7)
Q T

mit
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N hi
N={ N & =), (2.4.8)
N3 hs

Das heisst: N steht fiir die einzelnen Interpolationsfunktionen in den Gitter-
punkten eines Dreieckelements und fiir die Knotenwerte der Feldgrofie (Grund-
wasserstand).

Um den Term auf der rechten Seite der Gleichung (2.4.7) brauchen wir uns
eigentlich keine Gedanken machen, da es Randbdingungen sind, die vorgegeben
(also nicht berechnet) werden.

K Welchem Randbedingungstyp entspricht der Term auf der rechten Seite der
Gleichung (2.4.7), wenn dieser gleich Null ist.

2.4.2 Interpolationsfunktionen

Wir haben uns fiir Dreiecke als geometrische Grundform der Finiten Elemente
entschieden. Dreieckselemente haben auch die grofite Flexibilitdt bei der geo-
metrischen Beschreibung von Modellgebieten (siehe Abb. 2.1).

2.4.3 2-D Triangular Elements

We consider a triangular element in physical space (z,y) as shown in Fig. 2.6.

YA S

Abbildung 2.6: Linear triangular element
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Local coordinates

Obviously, an arbitrary point in the triangle can be identified by use of the
following local (area) coordinates (Fig. 2.6),

Ny = A /A
Ny = Ay /A (2.4.9)
N3 = As/A

where A is the area of triangular element

1 1 U 1
z3 ys 1
From geometrical reasons we have
1 = Ni+Ny;+ N3 (2.4.11)

Furthermore we can write

1 : atnodei
Ni = { 0 : at remaining nodes (24.12)
From this condition it can be concluded that
r = Lixy+ Laxo + L3zs
= Liy1 + Lay2 + L3ys (2.4.13)

Therefore, L1, Lo and L3 can be used as a kind of local normalized coordinates.
i.e. the physical coordinates of an arbitrary point within the triangle are given
by use of the above local coordinates as above.

Now we write the above equations in following compact matrix form

1 1 1 1 Ly
X = r1 X9 I3 L2 (2414)
Yy Y Y2 Y3 L
Inversion gives
N 1 | T2Ys —T3y2 Y2 —ys w3 — T2 1
Ny = oA | T Ty Ys—y @1 x (2.4.15)

N3 T1Y2 — T2Y1 Y1 — Y2 T2 — X1 Y
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Shape functions

We approximate the unknown function u(x,y) at the triangular element by a

linear approximation.

W(z,y) = a1 + azx + azy (2.4.16)
At the corner nodes we require that
U = a1+ axx1 +asy
Uz = a1+ a2+ azys
uz = a1+ a3 + asys (2417)
or written compactly
Uy 1 =z a
U9 = 1 T2 Y2 a9 (2418)
us 1 x5 ys as

By inversion of the above matrix equation we can derive relations for the deter-
mination of the unknown interpolation coefficients

a1 1 T2Y3 — T3Y2 T3Y1 — T1Y3 T1Y2 — T2 u1
az 0 =57 Y2 — Y3 Ys — Y1 Y1 — Y2 uy  (2.4.19)
as I3 — I Tr1 — I3 To — T1 us

Inserting the above relations for the coefficients a; into equation (2.4.16) this
can be rearranged and rewritten as a trial solution for the element

ﬁ‘(x7y) = Nl(xay)ul + NQ(x7y)u2 + N3(1'7y)u3 (2420)

By this way, we derive following element-related interpolation functions (i.e.
shape functions) for a linear triangular element.

Ni(2,y) = == [(2ays — w3y2) + (y2 — ya) + (3 — 22)y]

2A
No(z,y) = i [(z3y1 — 21y3) + (y3 — y1)7 + (21 — 23)Y]
N3(z,y) = i [(Z1y2 — z2y1) + (y1 — y2)z + (z2 — 21)Y] (2.4.21)

or written in a compact matrix form

Ny 1 | T2ys —T3y2 Y2 —ys T3 — T2 1
N2 = ﬂ r3yr — T1Ys Yz — Y1 1 — T3 X (2422)
N3 T1Ys — T2Y1 Y1 — Y2 T2 — X1 Yy
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Comparing equation (2.4.15) with the above one, we see the shape functions N;
are simply the area coordinates L;, i.e. we have isoparametric elements.

Now the derivatives of the shape functions can be easily written down.

3N1_y2—y3 %_173—1?2
or 24 dy 24
ON o 8N2 Ys — Y1 ON _ aNg _ T1— 73
dr | ox 24 oy ) oy 24
ON3  y1 —yo %_W_xl
0r 24 oy 2A

(2.4.23)

Integration

When element matrices have to be evaluated we are faced with integration of
quantities defined in terms of area coordinates. There is the following exact
integration expression for linear triangular elements.

// LYLSLSdad _on @b (2.4.24)
A TR v= (a+b+c+2)! o

2.4.4 Finite Element Matrices for Linear Triangles
For linear triangular elements we can use the integration formula given in eqn

(2.4.24). Numerical integration would not be necessary.

Element capacitance matrix

1 . .
cs = NngdeQ@:SSA{ § i;i (2.4.25)
Qe 12
NiNi NiN, NiNj
ce = NSEN dQ° = B / NyN; NaNy NyNs | dQe
Qr “| N3Ny N3N, N3Ny
2 1 1
- a2
111
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Element conductance matrix (orthotropic medium: kgy = kyz = 0)

Ko — / 5‘Nikﬂ;6‘deQe
9T Jge Oz p Oxp

ON; ke ON;  kyy ON; / ON;  ky. ON;

= — Qe — (=

/eax(u0x+,u8) JrQeay(uax
kS, ON; ON; .. ki ON; ON;

— xTT K J dQ + vy dQe
wo Joe Oz Ox 12 Qe dy 53/
k; Yj — Yk Yk — Yi / Ty — x] mz -7319

= = dQ0° df°
m / . 24 24 + .

(&

= ey~ ) — )+ 2k ) — )

1
K¢ = VN —k VN7 4
Qe 1%

ko
4Ap

) )
Y3 — y1)(y2 — ya) (ys - 1)
) )

( (

( (

| ( (

e [ (w3 —22)(w3 —22) (v3—122)
( )

;E ) ( E ) ( g
X1 — T3)(X3 — T2 X1 —T3)(X1 — T3 X1 — I3
e ) ( )

(2.
kyy ON;

p Oy

4.26)

) dQ°

(2.4.27)

Y2 —ys3)\Y2 — y3) (yz —Ys)\ys — y1) (Y2 — ys)(y1 - yz

ys—v1) (us —y1)(y1 —y2

y1—y2)(y2 —y3) (Y1 —v2)(ys —y1) (y1—v2)(v1 — y2)
r1 — .%'3,) (1'3 — X2 (332 — X
(2 — 21
Tr3 — $2) ($2 — 1 )\T1 — 333) (.232 — T ($2 — T

K Warum sind die Ergebnisse in Abb. 2.5 nicht auf einer geraden Linie.

)
)
)

Ubung USA12 Der Quelltext fiir diese Ubung befindet sich in EXERCISES\USA12.



Kapitel 3
Oberflaichenydrologie

Jens-Olaf Delfs

3.1 Einfiihrung

Die Navier-Stokes-Gleichungen sind partielle Differentialgleichungen zur Be-
schreibung reibungsbehafteter Stromungen, so auch fiir Stréomungen in Fliess-
gerinnen und auf der Landoberfliche (z.B. dem Strémungsfeld an einer Riffel-
Pool-Sequenz in Fliessgerinnen). Allerdings werden zur effektiven Beschreibung
grofiskaliger Systeme (z.B. von Kanalnetzwerken) Vereinfachungen benotigt. So
eignen sich die Saint-Venant-Gleichungen zur Prognose von Wasserspiegelpro-
filen (Abbschnitt 3.3.2) und Dammbruchwellen (Abschnitt 3.1.4) auf Einzugs-
gebietsskala (=~ 1 — 100 km Flieweg) oder sogar grofler. Dariiber hinaus ldsst
sich der Abfluss an idealisierten Wehren und Schiitzen {iber die Saint-Venant-
Gleichungen bestimmen (Abschnitt 3.3.1).

3.1.1 Saint-Venant-Gleichungen fiir variable Gerinnequer-
schnitte

Im Falle von 1D Strémungen in Fliissen oder Kanélen mit variablem Fliessquer-
schnitt A(x,t) sind die Saint-Venant-Gleichungen durch

dA OAUA __ _ex
e (3.1.1)
Odia 4 SZMA 4 gAY = gA (S, — Sy)

gegeben. Die obere Gleichung des Gleichungssystems (3.1.1) beschreibt die Mas-
senbilanz und die untere Gleichung die Impulsbilanz. Das Gefille Sy = —9b/0x
bewegt das Wasser aufgrund der Gravitationsbeschleunigung g in Fliessrichtung

74
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x. ¢°* bezeichnet externe Quellen und Senken (z.B. Regen, Grundwassersintrag)
in der Massenbilanz. Ein typischer Anwendungsfall der eindimensionalen Saint-
Venant-Gleichungen (3.1.1) fiir variable Gerinnequerschnitte A(zx,¢) ist die Er-
mittlung von Wasserspiegelprofilen in Fliessgewiissernetzen (Kapitel 3.3).

3.1.2 Hauptansitze

Neben der Form (3.1.1) gibt es noch zweidimensionale Saint-Venant-Gleichungen
(Abschnitt 3.2.6.2) oder eindimensionale Formulierungen ohne Einfluss eines
Fliessquerschnittes (Abschnitt 3.2.6.1). Generell basieren die Saint-Venant-Glei-
chungen auf den folgenden Hauptanséitzen:

1. Tiefenmittelung des Stromungsfeldes (Abschnitt 3.2.3):

Die Saint-Venant-Gleichungen sind sogenannte Flachwassergleichungen (Ab-
schnitt 3.2.1.4), d.h. es werden tiefengemittelte Geschwindigkeiten be-
trachtet. In der Form (3.1.1) wird zusétzlich iiber die Gerinnebreite ge-
mittelt [UA 7 im folgenden Kapitel (3.2)]. @4 in (3.1.1) ist also eine iiber
den Fliessquerschnitt A(z,t) (Abb. 3.1(a)) gemittelte Geschwindigkeit:

ﬂA(x,t):/Au(:ﬂ,y,z,t)dA. (3.1.2)

Realistische Stromungsfelder in Fliessgerinnen sind turbulent und néhe-
rungsweise logarithmisch (Abb. 3.1(b), Abschnitt 3.2.4).

2. Hydrostatische Druckbeziehung (Abschnitt 3.2.2):

A

‘ z
Z /
/ ;s Energiglinje y
— 29 ) X

A(x,) H
P(x) b |
/;(

Abbildung 3.1: Eindimensionale Flachwasserstromung in Gerinnen mit konka-
vem Fliessquerschnitt A(x).
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Die Dichte des Wassers p erzeugt aufgrund der Gravitationsbeschleuni-
gung g einen hydrostatischen Druck

p=pg(h—2) (3.1.3)

in der Impulsbilanz. Hier wird allerdings vorausgesetzt, dass die Soh-
le annidhernd gerade verlduft. Ausgeprigt konvexe und konkave Sohlen
fithren aufgrund von Fliehkriften zu Unter- bzw. Uberdriicken und weite-
ren Termen in den Bilanzgleichungen (3.1.1).

3. Fliessformeln fiir Reibung (Abschnitt 3.2.5):

Die Bilanzgleichungen (3.1.1) beinhalten das Reibungsgefille S;. Nach
dem Ansatz von Manning gilt

2
nu A
S; = (R,ﬁ“) (3.1.4)

mit dem Reibungs-Beiwert n, dem hydraulischen Radius R, = A/P und
dem benetzten Umfang P (z.B. P = B + 2H und A = BH bei einem
rechtwinkligen Kanalquerschnitt mit der Kanalbreite B). Uber den Ansatz
(3.1.4) lassen sich Reibungswiderstéinde an der Gewissersohle und den
Uferwinden einschliellich der Vegetation beriicksichtigen.

Energie: Treten keine Diskontinuitéten, z.B. durch Wechselspriinge (Abschnitt
3.3.1.3), im Stromungsfeld auf, wird hiufig die Bernoulli-Gleichung

d Q>
g (H+b+ ngz) =0 (3.1.5)

verwendet, wobei Q = ugA die Durchflussrate am Gerinnequerschnitt A be-
zeichnet. Energieverluste durch plotzliche Querschnittsiibergdnge, Kriitmmun-
gen und Einbauten (Briickenpfeiler, etc.) lassen sich durch den Ansatz

uh

E§:§2g

(3.1.6)

mit entsprechenden Reibungs-Beiwerten ¢ abschétzen.

3.1.3 Software-Vergleichsstudien

Numerische Modelle sollen selbst zweidimensionale Flachwasserstréomungen tiber
komplexe Topographien korrekt wiedergeben. Abb. 3.2 zeigt ein relativ einfa-
ches synthetisches Testbeispiel um Modelle daraufhin zu untersuchen. Die be-
teiligten Modelle (Tab. 3.1) losen hydrostatische Flachwassergleichungen: Die
2D Saint-Venant-Gleichungen (Abschnitt 3.2.6.2), die Diffusive Wellengleichung
(Abschnitt 3.4.2.2) und die Kinematische Wellengleichung (Abschnitt 3.4.2.3).
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Niederschlag (Quellterm)

ParFlow -
IRIBS+VEGGIE
0GS

PIHM ===

Outflow (m/min)

Kritischer Abfluss o

0 0 (Randbedingung) ’"0
40 ‘ T y(m) .

0 800 4209 1600
X (m)
(a) (b)

Abbildung 3.2: Testbeispiel zum Vergleich hydrologischer Modelle (aus Maxwell
et al. (2013)): (a) Setup (b) Abfluss an den unteren Kanten (kritischer Abfluss).

Die diffusive und kinematische Wellengleichung aproximieren in der Praxis hiufig
die Saint-Venant-Gleichungen bei Hochwasserersimulationen. Im Testbeispiel
trifft rin Starkregenereignis auf ein V-formiges Einzugsgebiet eines Gerinnes
(Abb. 3.2(a)). Der berechnete Abfluss an den unteren Kanten wird verglichen
(Abb. 3.2(b)). Dort liegt als Randbedingung kritischer Abfluss (Abschnitt 3.3.1)
vor (freier Fall).

3.1.4 Anwendungsbeispiel Dammbruch

Der Dammbruch ist ein typischer Anwendungsfall der zweidimensionalen Saint-
Venant-Gleichungen (Abschnitt 3.2.6.2). Ein klassischer Beispiel ist der Bruch
des St. Francis Dammes in Kalifornien aus dem Jahr 1928 (Abb. 3.3(a)). Abb.
3.3(b) zeigt Simulationsergebnisse. Die numerische Lisung verlangt eine beson-
dere Behandlung von Schockwellen und der Topographie (z.B. mittles Godunov
Methoden auf adaptiven Gittern).

Tabelle 3.1: Modelle zur Berechnung von Oberflichenabfluss in Einzugsgebieten.

Modelname Verwendete Gleichung Losungsverfahren
CATHY Diffusive Welle MAD

HGS Diffusive Welle Kontrollvolumen FEM
OGS Diffusive Welle (Saint-Venant) Kontrollvolumen FEM
PIHM Saint-Venant Finite Volumen
ParFlow Kinematische Welle Finite Volumen
PAWS Diffusive Welle (Saint-Venant) Finite Differenzen

tRIBS Kinematische Welle Finite Elemente
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Time =7.3 min

(@) (b)

Abbildung 3.3: (a) St. Francis Damm (Quelle: Santa Clarita Valley Historical
Society); (b) Simulation des Dammbruches aus dem Jahr 1928 (Quelle: CSIRO).

3.2 Herleitung der Saint-Venant-Gleichungen

In den Abschnitten 3.2.2-3.2.5 werden die Saint-Venant-Gleichungen hergelei-
tet. Ausgegangen wird von den inkompressiblen Euler-Gleichungen (Abschnitt
3.2.1.3), indem zuniichst Reibung vernachléssigt wird. Die Abschnitte 3.2.4 und
3.2.5 befassen sich mit den Reibungsphénomenen in Fliissen und Kanélen. Dort
priagt ein turbulenter Impulsaustausch zwischen dem Stromungsfeld und dem
benetzten Gerinneumfang (einschlieBlich der Vegetation) sowie innerhalb des
Stromungsfeldes

1. Form / Geschwindigkeitsprofil (Abschnitt 3.2.4),

2. Betrag (Abschnitt 3.2.5)

der Stromung. [UA 5 und 6 zur Herleitung der Saint-Venant-Gleichungen iiber
die (Reynolds-gemittelten) Navier-Stokes-Gleichungen (Abschnitt 3.2.1.2), d.h.
einschlieBlich (turbulenter Viskositétsterme)]

3.2.1 Grundprinzipien und Voraussetzungen
3.2.1.1 Massenerhaltung

3.2.1.1.1 Kontinuitdtsgleichung Die Massenerhaltung an einem Punkt
(x,y,2)T innerhalb des Stromungsfeld eines Fluides (einer Fliissigkeit oder eines
Gases) lautet in kartesischen Koordinaten

dp Odpu 9dpv  Jpw
— —_— — —_— eT . -1
ot Tor Ty Ter 1 (3:2.1)
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wobei p die Massendichte, i = (u, v, w)? die Geschwindigkeiten des Fluides und
q¢* externe Quellterme innerhalb des Stromungsfeldes bezeichnen. Wir verwen-
den zur Herleitung der Saint-Venant Gleichungen folgende Form

Ju Ow
—+—=0. 3.2.2
ox + 0z ( )
Wir betrachten also eine eine inkompressible (p =const.) zwei-dimensionale (in
(x,2)T) Strémung ohne externe Quellterme ¢°® innerhalb des Strémungsfeldes.

3.2.1.1.2 Fluiddichte Temperatur- und Salzkonzentrationsunterschiede be-
einflussen wesentlich die Dichte des Wassers und somit das Stromungsfeld in
Ozeanen (sogenannte thermohaline Konvektion). Der Golfstrom ist ein Beispiel
dafiir. Auch stehende Gewésser (Seen) stehen nie richtig ruhig sondern durch-
mischen sich regelméfBig aufgrund ihrer Temperaturschichtung. In den Kapiteln
3.3 und 3.4 werden Fliessgewiisser betrachtet. In diesem Fall ist die Dichte des
betrachteten Fluides (Wasser) niherungsweise konstant (p = const.).

3.2.1.2 Navier-Stokes-Gleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen im engeren Sinn sind Impulsbilanzgleichungen
fiir Newtonsche (viskose) Fluide. Eine hiufig verwendete Form in kartesischen
Koordinaten (x,y,2)7 ist

du du du du Op . OTpw y OTwy | BTy
plar tug, tvg, Twa ) ta, = T+, t 7%
v v v v 9p _ 0Ty Otyy O0Tyz
p(B+uP+o+ud)+2 = Zp=y gty (3.2.3)
dw dw dw dw o9 _ OTza | OTzy | 0722
P at+“ax+“ay+waz)+az = TPt Ty T

wobei p der Druck innerhalb des Fluides und ¢ die Gravitationsbeschleunigung
ist (anti-parallel zur z-Achse). Scherkriifte werden iiber den Schubspannungs-
tensor

ou ou v ou ow
205, ”(aﬁ"‘%) p(5E+ %)
T=|p(5+ 5 2u5L p( 5L+ g2 (3.2.4)
p(GE+ge) u(e+d) 2

beschrieben, wobei p die dynamische Viskositét ist. Spannungen (Innere Kriifte
pro Fliche) beschreiben den Impulsiibertrag durch molekulare Prozesse, also
auch iiber den Druck. Da der Druck isotrop wirkt, ist der Gesamtspannungs-
tensor

o=—-pl+T. (3.2.5)
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# Atmosphare J Regen
Stromungsfeld ny(xt)
w(x,z,t)t
u(x,z,t) T
H(x,t)
X o) h(x)
Flussbett fqex(x t)
b ’ Ed
Eintrag aus N,(X) b\‘ __________
Grundwasserleiter | (x)

Abbildung 3.4: Zweidimensionale Flachwasserstromung im kartesischen Koor-
dinatensystem (x,z)T mit Geschwindigkeit @ = (u,w)? in einem Gerinne mit
Gefille sin ¢. Das Stromungsfeld ist oben durch den Wasserstand h(x,t) (z.B.
der Pegelhohe in Gerinnen) und unten durch die Héhe des Bodens b(x) (z.B.
der Gerinnesohle) begrenzt. Zufliisse ¢;*(x,t) (z.B. Regen) am oberen Rand mit
Normalenvektor n(z,t)|, und ¢;”(z,t) (z.B. aus einem Grundwasserleiter) am
unteren Rand mit Normalenvektor n(z,t)]p.

3.2.1.3 Euler-Gleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen (3.2.3) werden zu Euler-Gleichungen, wenn die
Reibungsterme vernachlissigt werden. Die Euler-Gleichungen beschreiben also
reibungsfreie (nicht-viskose) Strémungen. In den folgenden Abschnitten 3.2.3-
3.2.5 wird die zweidimensionale Formulierung in kartesischen Koordinaten (z, z)”

(3.2.6)

19p _
t59. = —gcos ¢

du u? Juw 190p __ :
{ W"’_W"’_T%"—E% = gsin¢
ow duw ow
ot + ox + 0z

verwendet. Die Gravitationskraft beschleunigt die Strémung tangential zu einer
stationdren Gerinnesohle b(x) mit dem Neigungswinkel ¢(x) (Abb. 3.4).

Das Stossrohr (Abb. 3.5) ist ein Testbeispiel fiir numerische Loser der eindi-
mensionalen kompressiblen Euler-Gleichungen. Es dhnelt dem Dammbruch fiir
die Saint-Venant-Gleichungen (z.B. Abb. 3.3). Gas ist anfangs in einer Kam-
mer komprimiert (rote Linie) und expandiert fiir ¢ > 0 in eine zweite Kammer
(Riemann-Problem, Abschnitt 3.4.1.3). Es kommt zu Schockwellen und einer
Verdiinnungswelle, welche durch die Numerik richtig wiedergegeben werden soll-
ten.

In den hier folgenden Abschnitten 3.2.3-3.2.4 verwenden wir die inkompressi-
blen zwei-dimensionalen Euler-Gleichungen, d.h. das Gleichungssystem (3.2.2),
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p

Abbildung 3.5: Losung der kompressiblen Euler-Gleichungen bestehend aus
Schock- und Verdiinnungswellen.

(3.2.6). [UA 6 zum Einfluss der vernachliissigten horizontalen Dimension in y-
Richtung]

3.2.1.4 Stromungsfeld

Verwendung der Saint-Ventant-Gleichungen setzt voraus, dass die Dichte des
betrachteten Fluids (z.B. Wasser) niherungsweise konstant ist. Zusétzlich ver-
laufe die Strémung im wesentlichen horizontal und das Strémungsfeld sei flach.
Konkret: Zur Herleitung der Saint-Venant-Gleichungen und somit als Vorausset-
zungen ihrer Verwendung (z.B. im Kapitel 3.3) erfiille das Stromungsfeld (Abb.
3.4) folgende Bedingungen:

1. Moderates Gefille Das Gefille im Bodenprofil sei hinreichend klein,
genauer gesagt sin ¢ = |Ab/s| =~ |Ab/Ax| (¢ << 1) oder in infinitesimaler
Schreibweise

0b

T

sin ¢ ~ (3.2.7)

Damit ist cos ¢ ~ 1. Ndherung (3.2.7) ist in der Praxis meistens erfiillt.
So liegt das Sohlgefille in Fliissen wie Donau und Elbe zwischen wenigen
Zentimentern und knapp einem Meter pro Kilometer.

2. Flachwasser Die charakteristische Linge L im Stromungsfeld sei erheb-
lich grofler als die charakteristische Wassertiefe L,. Es gelte in den folgen-
den Abschnitten

L _cco0n (3.2.8)
L—€ . . /N
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Oberflichenstromungen, die Bedingung (3.2.8) erfiillen, werden Flachwas-
serstrémungen genannt. Bedingung (3.2.8) wird auch hiufig zur Beschrei-
bung von flachen Grundwasserleitern verwendet und nennt sich dort Dupuit-
Annahme.

3. Lange Wellen Weiterhin treten keine hohen vertikalen Geschwindigkei-
ten / Oszillationen im Stromungsfeld auf. In Analogie zu Bedingung (3.2.8)
gelte fiir die charakteristische horizontale Geschwindigkeit U und vertikale
Geschwindigkeit W

% el (3.2.9)

Wir betrachten damit sogenannte lange Wellen (z.B. Flutwellen, Damm-
briiche).

3.2.1.5 Randbedingungen

3.2.1.5.1 Randvektoren Das Fliessgewésser in Abb. 3.4 wird unterhalb
durch ein stationiires Bodenprofil b(x) mit dem Normaleneinheitsvektor 77, =
(sin ¢, cos )7 und oberhalb durch den Wasserstand h(z,t) begrenzt. Da ¢(z)
entlang der Gerinnesohle klein bleibt (Voraussetzung (3.2.7)) und lediglich lange
Wellen betrachtet werden (0h/0x < 1, Voraussetzung (3.2.9)), lassen sich die
Normaleneinheitsvekoren an den Rédndern ndherungsweise als

2 _oh
Ty = <§ﬁ> I < f’x> (3.2.10)

schreiben. Die Vektoren (3.2.10) sind Einheitsvektoren, da sin? ¢ + cos® ¢ = 1
bzw. (9b/0x)? + 1~ 1 und (0h/0z)* +1 ~ 1.

3.2.1.5.2 Arten von Randbedingungen An beiden Rénder (b(z), h(x,t))
kann Wasser mit der Umgebung ausgetauscht werden, z.B. als Regen, Eintrag
aus einem Grundwasserleiter. Zusétzlich kommt es an den Réndern zu Scher-
kriften (durch Wind an der Wasseroberfliche, Reibung an der Sohle). Somit
treten zwei Arten von Randbedingungen auf:

1. Die kinematischen Randbedingungen besagen, dass die Geschwindig-
keiten eines Fluides an einem Rand der Geschwindigkeit des Randes selbst

entspricht:
ab db .
L S
ot uh@x N dt_wh @
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wobei ¢f* einen Quellterm am unteren Rand b = b(z) und ¢;;* einen Quell-
term am oberen Rand h = h(z,t) bezeichnen. Die vertikalen Geschwin-
digkeiten an den Réndern werden als w|, = w(x,b) und w|, = w(z,h)
notiert. Die kinematischen Randbedingungen (3.2.11) sind hier fiir stati-
onére Bodenprofile 9b/0t = 0 notiert.

2. Die dynamischen Randbedingungen beriicksichtigen die Impulsiiber-
trage durch innere Krifte an den Réndern des Stromungsfeldes. Mit der
Gesamtspannung (3.2.5) und den zweidimensionalen Normaleneinheits-
vektoren (3.2.10) gilt

(=plpl + 7lp) 7 = G, (=plpl + 7|n)7in = Gh-
(3.2.12)

Wie bereits erwihnt werden Scherspannungen in folgenden Abschnitten
3.2.2 und 3.2.3 vernachléssigt (7;; = 0 fiir 4,5 = 1,2; Verwendung der
Euler-Gleichungen anstatt der (Reynolds-gemittelten) Navier-Stokes-Glei-
chungen). Die Impulsiibertrige an der Wasserspiegelhshe h (z.B. durch
Wind, Regen) konnen das Stromungsfeld in stehenden Gewdéssern (z.B.
Seen) stark beeinflussen. Sie sind allerdings in Fliessgew#ssern iiblicherwei-
se vernachléssigbar 5, = (0,0)”. Somit vereinfacht sich die z-Komponente
der dynamischen Randbedingungen zu

ob Oh
Pl = 0ves  Plgo =0 (3.2.13)

Der Impulsiibertrag iiber die Horizontalkomponente der Reibungsspan-
nung o, an der Gerinnesohle wird in den Abschnitten 3.2.4 und 3.2.5
behandelt.

3.2.2 Druckansatz

In einer Dimensionsanalyse wird abgeschétzt, welche Terme in der vertikalen Im-
pulsbilanz Flachwasserstromungen mit den im Abschnitt 3.2.1.4 eingefiihrten
Voraussetzungen entscheidend prégen und welche Terme vernachléssigt wer-
den kénnen (Abschnitt 3.2.2.1). Ergebnis der Dimensionsanalyse ist, dass die
vertikale Impulsbilanz der Euler-Gleichungen (3.2.6) durch eine hydrostatische
Druckgleichung (Abschnitt 3.2.2.2) angenihert werden kann, d.h. die vertikalen
Innertialterme sind vernachléssigbar.

3.2.2.1 Dimensionsanalyse

In Abschnitt (3.2.1.4) wurde ein Flachwasserstromungsfeld iiber charakteristi-
sche Langen L, L, und Geschwindigkeiten U, W festgelegt. In einer Dimensi-
onsanalyse werden die Groflen einer Gleichung (Koordinaten, Geschwindigkei-
ten, Druck, etc.) mit den charakteristischen Groen skaliert, um dimensionslose
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Grofien (bezeichnet durch ) zu erhalten

* * * 'Y * tU

= w= =2 = 3219
Die charakteristische Grofle fiir den Druck kann mit der kinetischen Energie
in der Strémung abgeschiitzt werden P = pU?2. Werden die dimensionslosen
Groflen (3.2.14) in die vertikale Impulsbilanz in den Euler-Gleichungen (3.2.6)
eingesetzt, folgt (cos ¢ =~ 1, Vorausetzung 3.2.7)

eU? ow*  eU? ,ow*  EU? _ow*  pU?10p*
+ U + w - =
L, Ot* L, ox* L, 0z* L, poz*

—g.  (3.2.15)

Da ¢ gemif den Voraussetzungen (3.2.8) und (3.2.9) im flachen Wasser klein
ist, zeigt Gleichung (3.2.15), dass die Druck- und Graviationsterme iiber den
Impulsspeicherterm und die beiden Inertialterme deutlich dominieren. Es gilt fiir
ein Stromungsfeld, das die Voraussetzungen (3.2.7)-(3.2.9) erfiillt, die Gleichung
fiir den hydrostatischen Druck

op* 1 9
= ——" 2.1
0z* Fr? +0O(e), (32.16)
wobei
U
Fr:= 3.2.17
r i ( )

die Froude-Zahl ist. Die Froude-Zahl (3.2.17) beschreibt das Verhéltnis zwischen
Trégheitskraft (in z-Richtung) und Schwerkraft und wird in den Kapiteln 3.3
und 3.4 iiber stationére bzw. instationére Gerinnestrémungen eine wichtige Rolle
spielen.

3.2.2.2 Hydrostatische Druckbeziehung

Nach der Dimensionsanalyse im vorherigen Abschnitt 3.2.2.1 kann der Druck im
flachen Wasser (Voraussetzung (3.2.8)) iiber einem moderaten Bodenprofil (Vor-
aussetzung (3.2.7)) bei Abwesenheit kurzer Wellen (Voraussetzung (3.2.9)) als
hydrostatisch angenommen werden. Werden wieder dimensionsbehaftete Grofien
in Gleichung (3.2.16) eingesetzt:

9p _

- —pg. 2.1
% pg (3.2.18)

Wird der Druck an der Wasseroberfléiche (der Atmosphiirendruck) vernachlissigt
(pln = 0, z.B. in den dynamischen Randbedingungen (3.2.13)), ist

(p(z,t) = pg(h - 2) | (3.2.19)
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die Losung der Differentialgleichung (3.2.18). An der Gerinnesohle b(z) gilt also
ndherungsweise

ply = pgH. (3.2.20)

Es existieren auch komplexere nicht-hydrostatische Flachwassergleichungen, z.B.
im Model TELEMAC. Sie geben sogenannte kurze Wellen und Dichteschwan-
kungen in Kiistenbereichen effektiv wieder.

3.2.3 Tiefenintegration

Nun werden die Massenbilanz fiir inkompressible Stromungen (3.2.2) und die
Impulsbilanzen der Eulergleichungen (3.2.6) iiber die Tiefe integriert (Abschnit-
te 3.2.3.2 bzw. 3.2.3.3), um tiefengemittelte Bewegungsgleichungen zu erhalten.
Die Integrationsriinder hingen an der Gerinnesohle vom Ort (b = b(z)) bezie-
hungsweise an der Wasseroberfliche von Ort und Zeit ab (h = h(z,t)) (Abb.
3.4). Als Riistzeug um zeitliche und rdumliche Ableitungen vor das Integral zu
ziehen, wird zunéchst im Abschnitt 3.2.3.1 die Leibnitzregel fiir Parameterinte-
grale eingefiihrt.

3.2.3.1 Leibnizregel fiir Parameterintegrale

Die Funktion

B(z)
F(m):/() F@,2)dz (3.2.21)

wird in der Analysis als Parameterintegral mit dem Parameter x bezeichnet.

3.2.3.1.1 Leibnizregel Sei das Integral F(z) im Intervall zq < x < x4
definiert und die Funktion f(z,z) im Rechteck zg < x < x1, 29 < z < 21 stetig
und besitze dort eine partielle Ableitung nach xz. Verbleiben dariiber hinaus die
Integralgrenzen z = a(x) und z = B(z) im Intervall zg < z < x4, 29 < 2 < 27,
so gilt

d [P
[P 9f(x,2) dpB(z) da(x)
- /am o Bt g, [ B@) - =5 ~fwalz). (32.22)

Beziehung (3.2.22) heifit Leibnizregel fiir Parameterintegrale und lisst sich mit
der Produkt- und Kettenregel herleiten.
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3.2.3.2 Integration der Massenbilanzen

Integration der Massenbilanz in den zweidimensionalen Euler Gleichungen (3.2.6)
zwischen der Sohlhthe b(x) und Wasserspiegelhohe h(x,t) ergibt

h h
0 = /bg;‘dwr/b %ﬁdz (3.2.23)
o (" oh b
= %/b udz—%u|h—|—w|h—|—a—xu|b—w|b
=3h_gex|, =—q°"[p

wobel u|p, und |, die Geschwindigkeiten an den Réndern bezeichnen und die
kinematischen Randbedingungen (3.2.11) verwendet werden. Die Leibnizregel
fiir Parameterintegrale (3.2.22) ermdoglicht, Differential und Integral zu vertau-
schen, wobei a(x) = b(x) und B(z,t) = h(x,t). Da 0H/0t = Oh /Ot (stationires
Bodenprofil), wird mit der tiefengemittelten Geschwindigkeit

1 h
= E/b udz (3.2.24)

die Massenbilanz bei Flachwasserstromungen zu

OH OHu
— 4+ — =4 3.2.25
o "o ¢ (3.2.25)
Der Quellterm ¢° = ¢7"+¢;” ([¢°"] = m/s) umfasst externe Quellterme am obe-
ren und unteren Rand und kann weitere externe Quellterme enthalten, welche
innerhalb der Stromung liegen (b(x) < z < h(z,t)) und sich in der Massenbilanz
(3.2.2) ergéinzen lassen (wie in (3.2.1)).

3.2.3.3 Integration der Impulsbilanzen

Die horizontale Impulsbilanz der Euler-Gleichungen wird iiber die Tiefe gemit-
telt und in das Integrationsergebnis die hydrostatische Druckbeziehung einge-
setzt.

3.2.3.3.1 Horizontale Komponente Integration der horizontalen Kom-
ponente der Impulsbilanz in den zweidimensionalen Euler-Gleichungen (3.2.6)
ergibt mit der Leibnizregel (3.2.22), den kinematischen Randbedingungen (3.2.11)
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und dynamischen Randbedingungen (3.2.13):

/—dz /—dz /a““’ /—dz

h
:g/ udzwa/ud+12 pdzfl@p\ 1ab|
b ——

ot Or p Or p 6
=0 :_a'bz
oh oh b ob
— i = 5w |+ (uw)|n + 8tu|b + 5.t b — (uw)lp
=a;,"uln=0 =ag¥uly=0
h

ob
= i dz = —gH— (3.2.26
/b gsin¢dz gH =~ (3 )

Impulsénderungen durch Zu- und Abfliisse ¢f*, ¢;* iiber die Rénder sind in
Fliessgewdssern iiblicherweise vernachléssigbar. Mit dem Sohlgefille

ob
So = —— 3.2.27
0 ox ( )
lautet das Ergebnis der Integration
OHu  OHu®  10Hp _
+ + -
ot Ox p Oz

HSO + Ubw

(3.2.28)

3.2.3.3.2 Vertikale Komponente Tiefenintegration der hydrostatischen
Druckgleichung (3.2.19) (vertikale Impulsbilanz) ergibt

h h 22 h H2
Hp= / pdz = / pg(h — z)dz = pg (hz — ) ’ =pg—, (3.2.29)
b b 2 )1y 2

wobei die Wassertiefe H verwendet wird. Mit OH?/0z = 2HOH /dx wird die
horizontale Impulsbilanzgleichung (3.2.28) zu
OHu OHu? O0H Ob

ot o t9H o _gHSO+7 (3.2.30)

3.2.4 Stromungsprofile in Gerinnen

Stromungen in Fliessgewéssern sind iiber die gesamte Wassertiefe hindurch
durch Turbulenzen geprigt, d.h. Reibungskrifte und Turbulenzwirbel werden
von der Sohloberfliche bis an die Wasseroberfiiche iibertragen (Grenzschicht-
stromung). Folge ist ein ortsabhidngiges Geschwindigkeitsprofil u(z,y, z,t), so
dass Tiefenmittelung zu einer Dispersion (Abschnitt 3.2.4.1) fiithrt. Das vertika-
le Geschwindigkeitsprofil in breiten Gerinnen ist ndherungsweise logarithmisch
und wird vorwiegend durch Scherkrifte an der Gewissersohle und einem turbu-
lenten Impulsiibertrag (Prandlscher Mischlingenansatz) bestimmt (Abschnitt
3.2.4.2). Dariiber hinaus verursachen Scherkrifte an Uferbinken und Zentifu-
galkrifte an Flussbiegungen Sekundérstromungen (Abschnitt 3.2.4.3).
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3.2.4.1 Dispersion

3.2.4.1.1 Dispersionsterm Wird die Geschwindigkeit u(z, z) nach Tiefen-
integration aus dem Mittelwert u und der Abweichung vom Mittelwert u' zu-
sammengesetzt (u = % + u'), so ldsst sich Hu? in (3.2.30) als

h h h h
Hu? = / u?dz = / (a+u')*dz = Hu? +/ (u')*dz +2 / au' d43.2.31)
b b b b
=u fbh u dz=0

schreiben. Die Abweichungen «’ heben sich in der Mittelung fbh u’ dz gegenseitig

auf (3.2.31) enthilt einen Dispersionsterm |, bh (u')? dz, welcher simtliche Abwei-
chungen der Geschwindigkeit u(x, z,t) von der tiefengemittelten Geschwindig-
keit @(x,t) beinhaltet.

3.2.4.1.2 Reibungsgeschwindigkeit Die Reibungsspannung (o = 03,) an
der Gerinnesohle lésst sich iiber die Reibungsgeschwindigkeit

up i o[ 1002 (3.2.32)

P

in eine kinematische Form bringen. Wie Abb. 3.6 anhand von Labor- und Feld-
messungen zeigt, entsprechen die Abweichungen v’ = u—1u, v’ = v—v, w’ = w—w
von der Groflenordnung der Reibungsgeschwindigkeit u,. Am grofiten sind die
gemessenen Abweichungen v’ in x—Richtung (der FlieSrichtung) und am gering-
sten sind die Abweichungen v’ in y—Richtung. Dariiber hinaus ist die Reibungs-
geschwindigkeit u, um eine Gréflenordnung kleiner als die mittlere Geschwindig-
keit @ [UA 4]. fbh (u/)?dz in (3.2.31) ist somit um zwei GroBenordnung kleiner
der Term Hu?.

3.2.4.2 Vertikales Geschwindigkeitsprofil in breiten Gerinnen

3.2.4.2.1 Logarithmisches Profil In breiten Gerinnen verursachen turbu-
lente Impulsiibertriage ein logarithmisches Geschwindigkeitsprofil

U 1 z—0b Ug,
— =1 — 3.2.33
x /-cn< ks )+u* ( )

wobei k &~ 0.4 die (empirische) Karmansche Konstante, ks ([ks] = m) die Sohl-
rauheit und uy die Geschwindigkeit an der Hohe z = b + k; ist. Unabhéngig
von der Reibungsgeschwindigkeit u, befindet sich die mittlere Geschwindigkeit
@ bei der Wassertiefe (z — b)/H = 1/e = 0.4 (Abb. 3.7(a), 40 % Regel bei
Geschwindigkeitsmessungen).
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Abbildung 3.6: Gemessene Fluktuationsgeschwindigkeiten w’, v' und w’ normiert
mit Reibungsgeschwindigkeit u,. Die Fluktuationsgeschwindigkeiten bezeichnen
Abweichungen zu tiefengemittelten Geschwindigkeiten v’ = u — @, v/ = v — ¥
und w’ = w — @ (Daten nach Nezu & Nakagawa, 1993; Plot aus Jirka & Lang,
2009).

3.2.4.2.2 Maximalgeschwindigkeit Mit der Maximalgeschwindigkeit w4
an der Wasseroberfléiche (z = h) ldsst sich (3.2.33) umschreiben zu

Umaz — W 1 z—0b
—_— = —=1 . 3.2.34
Us K n< ks ) ( )

Integration ergibt als Beziehung zwischen Maximalgeschwindigkeit 4, und
mittlerer Geschwindigkeit u

Umaz = U + O (3.2.35)
K

Die Maximalgeschwindigkeit (3.2.35) liegt je nach Rauhigkeit etwa 10-25 % iiber
der mittleren Geschwindigkeit @ (Abb. 3.7(a), [UA 4]).

3.2.4.2.3 Einfluss der Wasseroberfliche Abb. 3.7(a) zeigt Labormes-
sungen an einem breiten Gerinne. Das logarithmisches Geschwindigkeitsprofil
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(3.2.33) trifft die experimentelen Daten sehr gut in Sohlnéhe ((z —b)/H < 0.2)
und weicht in Oberflichennéhe ((z —b)/H > 0.2) ab. Abhilfe schafft eine trigo-
nometrische Nachlauffunktion als Korrektur

— 1 — —
Umaz — U _ _Eln (ZHb> 1 51T cos? (M> fiir 222 > 0.2.(3.2.36)

Use 2H

Der Nachlaufparameter wurde fiir Gerinnestrémungen als II = 0.2 empirisch
bestimmt.

3.2.4.2.4 Prandlscher Mischlingenansatz Der Prandlschen Mischléngen-
ansatz beruht auf der Annahme, dass der Transport von Fluidelementen iiber
eine Wegliange L in z-Richtung zu einer Geschwindigkeitsabnahme

,_ o 0u(z)
u =L (3.2.37)

fithrt, wobei u die iiber ein Turbulenzelement gemittelte Geschwindigkeiten be-
zeichnet. Dartiber hinaus sei L proportional zum Abstand zur Sohle L = k(z—b).
Wird mit den Abweichungen v’ (im eindimensionalen Fall) die Reibungsspan-
nung an der Gerinnesohle ay,,) als

|oye| = pu/td (3.2.38)

+ Daten von Nezu und Nakagawa (1993)

ZH Fr=02bis 1,2
Re =5x 10" bis 5 x 10°

u-11=005
08 I ueru=01
08
u 1u,

u T z/H=0,21 &uBere Zone
01 ra K

T W imnerezone AT ]
08
0,1
05

(z-b)H
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02

01

14 (U =

(a) (b)

Abbildung 3.7: Vertikales Geschwindigkeitsprofil im breiten Gerinne: (a) Lo-
garithmisches Profil (3.2.33) normiert mit mittlerer Geschwindigkeit @ in
Abhiingigkeit von Reibungsgeschwindigkeit wu,; (b) Vergleich von Gleichung
(3.2.36) einschlieBlich Nachlauffunktion (durchgezogene Linie) und ohne Nach-
lauffunktion (Strichpunktlinie) mit Labordaten.
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Abbildung 3.8: In Laborgerinen gemessene Geschwindigkeiten u/4 (aus Jirka
& Lang, 2009): (a) 2 Sekundérstromungszellen in einem Rechteckgerinne mit
B/H = 3; (b) Im Mittelquerschnitt einer 180° Kriimmung (U-Turn).

geschrieben (vgl. mit 3.2.31) und die Abweichungen (3.2.37) in (3.2.38) einge-
setzt, ergibt sich

k(2 — b)? (82(;)> = |opa|/p = (us)?, (3.2.39)

wobei wieder die Reibungsgeschwindigkeit (3.2.32) verwendet wird. Integration
ergibt das logarithmische Geschwindigkeitsprofil (3.2.33).

3.2.4.3 Sekundirstromungen

In Fliessgewiissern iiberlagern sich mit dem logarithmischen Geschwindigkeitspro-
fil (3.2.33) und (3.2.36) héufig zwei Arten von Sekundérstromungen (Abb. 3.8):

1. Gerinnestrémungen mit begrenzter Breite werden durch Scherkrifte an
den Uferwinden beeinflusst. So wird ufernahes Fluid, welches eine nied-
rigere Stromungsgeschwindigkeit aufweist, an die Oberfdche und dann in-
nerhalb einer Sekundérstrémungszelle in Richtung Flussmitte getragen
(Abb. 3.8(a)). Die Maximalgeschwindigkeit w,q, verlagert sich durch die
Sekundéarstromung etwas in die Tiefe. Das Stromungsfeld ldsst sich mit
dreidimensionalen Modellen und entsprechenden Turbulenzansitzen be-
schreiben.

2. An Flussbiegungen verursacht die Zentripedalkraft einen Gradienten in
der Wassertiefe und eine Umlenkung der Strémung in y-Richtung (Abb.
3.8(b)). So kommt es in alluvialen Fliessgewiissern, also mit beweglichem
Sohlmaterial, zu einer Verlagerung von Sohlmaterial aus der Auenzone
in die Innenzone.

3.2.5 Reibungsansatz

Reibung wird in Flachwassergleichungen iiber Fliessformeln (Abschnitt 3.2.5.1)
beschrieben. Eine Fliessformel wird iiber einen Gleichgewichtszustand (Abschnitt
3.2.5.2) in die horizontale Impulsbilanz eingebracht.
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Gerinnetypen ks [m'/3 /5]
Erdkaniile

Erdkaniile in festem Material, glatt 60
Erdkaniile in festem Sand mit etwas Ton oder Schotter 50
Erdkaniile mit Sohle aus Sand und Kies mit gepflasterten Béschungen 45-50
Erdkanile aus Feinkies, etwa 10/20/30 mm 45
Erdkanile aus mittlerem Kies, etwa 20/40/60 mm 40
Erdkaniile aus Grobkies, etwa 50/100/150 mm 35
Erdkaniile aus scholligem Lehm 30
Erdkanile, mit groben Steinen angelegt 25-30
Erdkaniile aus Sand, Lehm oder Kies, stark bewachsen 20-25
Felskaniile

Mittelgrober Felsausbruch 25-30
Felsausbruch bei sorgfaltiger Sprengung 20-25
Sehr grober Felsausbruch, grofle UnregelmiBigkei 15-20
Gemauerte Kaniile

Kanile aus Ziegelmauerwerk, Ziegel, auch Klinker, gut gefugt 80
Bruchsteinmauerwerk 70-80
Kanile aus Mauerwerk (normal) 60
Normales (gutes) Bruchsteinmauerwerk, behauene Steine 60
Grobes Bruchsteinmauerwerk, Steine nur grob behauen 50
Bruchsteinwiinde, gepflasterte Béschungen mit Sohle aus Sand und Kies 45-50
Betonkaniile

Zementglattstrich 100
Beton bei Verwendung von Stahlschalung 90-100
Glattverputz 90-95
Beton geglittet 90
Gute Verschalung, glatter unversehrter Zementputz, glatter Beton 80-90
Beton bei Verwendung von Holzschalung, ohne Verputz 65-70
Stampfbeton mit glatter Oberfliche 60-65
Alter Beton, unebene Fliichen 60
Betonschalen mit 150-200 kg Zement je m".)e nach Alter u. Ausfithrung 50-60
Grobe Betonauskleidung 55
UngleichmiBige Betonflichen 50
Holzgerinne

Neue glatte Gerinne 95
Gehobelte, gut gefiigte Bretter 90
Ungehobelte Bretter 80
Altere Holzgerinne 65-70
Blechgerinne

Glatte Rohre mit versenkten Nietkdpfen 90-95
Neue guBeiserne Rohre 90
Genietete Rohre, Niete nicht versenkt, im Umfang mehrmals iiberlappt 65-70
Natiirliche Wasserliufe

Natiirliche FluBbetten mit fester Sohle, ohne UnregelmaBigkeiten 40
Natiirliche FluBbetten mit maBigem Geschiebe 33-35
Natiirliche FluBbetten, verkrautet 30-35
Natiirliche FluBbetten mit Gerdll und UnregelmiiBigkeiten 30
Natiirliche FluBbetten, stark geschiebefiihrend 28
Wildbiche mit grobem Gerdll (kopfgroBe Steine) bei ruhendem Geschiebe 25-28
Wildbiche mit grobem Gerdll, bei in Bewegung befindlichem Geschiebe 19-22

Abbildung 3.9: Strickler-Beiwerte ks = 1/n fiir Manning-Strickler-Fliessformel
(3.2.42) (nach Naudascher, 1992, Tabelle aus Jirka & Lang, 2009).

3.2.5.1 Fliessformeln

Fliessformeln sind konstitutive Gleichungen in der Flachwasserhydraulik (ver-
gleichbar zum Beispiel mit dem Hookschen Gesetz bei Festkérpern oder den Re-
tentionskurven fiir Boden). Als solche verkniipfen sie die tiefengemittelte Fliess-
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geschwindigkeiten @ mit der Wassertiefe H und haben die allgemeine Form

u=CSyH™|. (3.2.40)

Somit ldsst sich mit den Fliessformeln die tiefenintegrierte Impulsbilanzglei-
chung (3.2.30) schlieflen. Géingig sind in der wasserbaulichen Praxis die Fliessfor-
meln nach Darcy-Weisbach und Manning-Strickler.

3.2.5.1.1 Fliessformel nach Darcy-Weisbach Die Fliessformel nach Darcy-

Weisbach
8
= ,/7953/215(1/2 (3.2.41)

mit den Reibungs-Beiwert A entstammt aus der Theorie der Rohrstrémun-
gen und baut auf dem Gesetz von Hagen-Poiseuille auf (laminare stationére
Stromung eines homogenen Newtonschen Fluids durch ein Rohr). Der Reibungs-
koeffizient A héngt allerdings von der Reynolds-Zahl Re = Hu/v ab und dndert
sich somit je nach Wasserstand. Unter laminaren Bedingungen (Re < 2000) gilt
zum Beispiel A = 64/Re.

3.2.5.1.2 Fliessformel nach Manning-Strickler Die rein empirische Fliess-
formel nach Manning

1
0= ESé/zHQ/?’ (3.2.42)

hat sich fiir turbulente Stromungen in natiirlichen Fliisssen und kiinstlichen
Kaniilen bewihrt. Der Manning-Beiwert n ([n] = s/H'/3) wurde fiir eine Viel-
zahl von Gerinnestrukturen auf der Basis von Feldmessungen bestimmt (Abb.
3.9).

3.2.5.2 Normalabfluss

Normalabfluss stellt sich in einem hinreichend langen und gleichférmigen Ge-
rinne im stationdren Zustand ein. In diesem Zustand heben sich Reibungs- und
Gravitationskraft gegenseitig auf. Als Reibungsansatz wird ein Reibungsgefille
Sy eingefiihrt und die Reibungsspannung in (3.2.13) in die Form

Opz = —p|p0b/O0x = —pgHS[ (3.2.43)
umgeschrieben. Damit wird die tiefengemittelte Impulsbilanz (3.2.30) zu

Hu  OHu H
OHu , oHu” QH% — gH(So — Sy). (3.2.44)
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Im Zustand des Normalabflusses (0H/0x = 0u/0x = 0) ist somit

. (3.2.45)

Nun wird das Reibungsgefille S; in der tiefengemittelte Impulsbilanz (3.2.30)
durch eine Fliessformel ersetzt, wobei ndherungsweise Normalabfluss (Sy = Sy
in der Fliessformel (3.2.40)-(3.2.42)) gelte (setze oy, /p = gHSy = (a/CH™)'/!
in (3.2.30)).

3.2.6 Bilanzgleichungen

Die eindimensionalen Saint-Venant-Gleichungen (3.2.30) mit Fliessformeln (3.2.40)
und vernachléssigter Dispersion (3.2.31) wurden aus den zweidimensionalen in-
kompressiblen Euler-Gleichungen (3.2.2), (3.2.6) hergeleitet. Aus den dreidi-
mensionalen Euler-Gleichungen lassen sich auch zweidimensionale Saint-Venant-
Gleichungen herleiten. In der wasserbaulichen Praxis werden allerdings meist
eindimensionale Ansétze verwendet (siehe auch Abschnitt 3.3), so zum Bei-
spiel die Saint-Venant-Gleichungen fiir allgemeine oder rechteckige Gerinnepro-
file (Abschnitt 3.1.1).

3.2.6.1 Eindimensional

Die eindimensionalen Saint-Venant-Gleichungen in Erhaltungsform lauten

9H | OHa = g°®
{ dHa agHaZ O OH (3-2-46)
o T “on- T9H5; =gH (S0 — Sy),

wobei fiir das Reibungsgefille S eine Fliessformel (3.2.40), also

a 1/1
St =) 3.2.47
r=\cmm ( )
verwendet wird. Die Saint-Venant-Gleichungen dhneln den kompressiblen Eul-
ergleichungen (3.2.1), (3.2.6). Die Wasserhohe H in der Massenbilanz der Saint-
Venant-Gleichungen (3.2.46) entspricht im wesentlichen der Fluiddichte p in den
kompressiblen Euler-Gleichungen.

3.2.6.2 Zweidimensional

Werden dreidimensionale kompressible Euler-Gleichungen iiber die Tiefe inte-
griert, ergeben sich die Saint-Venant-Gleichungen fiir zweidimensionale Flach-
wasserstromungen (Abb. 3.10(a))

OH OHu OHv _
ot —’_2 (')xu + (')yu - qew
H Ha Huv H
8atu + aaf aa;“ "‘QH%TC =gH (Soz — Sfu) (3.2.48)

OHv | dHuv |, OHv> OH
o + o+ oy 9l G, =gH (Soy — Spy).
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Die Sohlgefille sind mit dem Bodenprofil b = b(x, y) durch

0b 0b

Y = T3 > S =~
0 ox Oy oy

(3.2.49)

gegeben und die Reibungskrifte sind entgegen der Stromungsrichtung ausgerich-
tet. So gilt fiir die Reibungsgefille bei Verwendung der Manning-Fliessformel
(3.2.42)

nzu\/quT) n217\/u+17
szi H4/3 3 Sfyf H4/3 (3250)

Dazugekommen ist auch die tiefengemittelte Geschwindigkeitskomponente

1 h
vi= E/b vdz (3.2.51)

in y-Richtung und ein weiterer Inertialterm, der die beiden Impulsbilanzen im
Gleichungssystem (3.2.48) miteinander koppelt.

;

H(x,t)

I(x,z)

XA

Abbildung 3.10: (a) Zweidimensionale Flachwasserstromung mit Wassertiefe
H(z,y,t) iiber einen Boden b(z,y); (b) Konkaver Querschnitt A(z,t) im Fliess-
gerinne.
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3.2.7 Ubungsaufgaben

1. Unter welchen Voraussetzungen lassen sich die Saint-Venant-Gleichungen
zur Beschreibung von Stromungen in Fliessgewiissern verwenden? Welche
Ansitze werden bei der Herleitung getroffen?

2. Welcher Aspekt ist in den Euler-Gleichungen unberiicksichtigt, jedoch
wesentlich bei typischen Flachwasserstromungen, insbesondere in natiir-
belassenen Fliessgerinnen?

3. Was ist eine Fliessformel? Worin liegt ihre Bedeutung fiir die Flachwas-
serhydraulik? Wie werden sie in die tiefengemittelte Impulsgleichung ein-
gesetzt?

4. Betrachten sie eine turbulente Stomung in einem langen und breiten Be-
tonkanal mit Zementglattstrich, einem gleichméBigen Gefille von 0.01%
und einer Wassertiefe von H = 1 m. Die Gravitationsbeschleunigung sei
g = 9.81 m/s? und die Dichte des Wassers p = 1000 kg/m3. Bestimmen

ie

a) die tiefengemittelte Fliessgeschwindigkeit u,

b) die Spannung o}, ausgelést durch Reibungskriifte an der Gerinnesohle,

¢) die Reibungsgeschwindigkeit .,

d) die Maximalgeschwindigkeit gz

921

5. Betrachten sie die folgende vertikale Impulsbilanzgleichung aus den zweidi-
mensionalen Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen mit Boussi-
nesq-N#herung fiir eine Stromung iiber ein moderates Gefille wie in Abb.
3.4:

aﬂ+%+%+l@__ +2 %_’_aﬂ +g2 aﬂ
ot ox 0z  pOz 978 M\ 82 T ax 92 | Moz

(3.2.52)

wobei u; die Wirbelviskositét ist Turbulenzen beschreibt.

Bringen sie Gleichung (3.2.52) in gleicher Weise wie in Abschnitt 3.2.2.1
in dimensionslose Form (d.h. lange Wellen auf moderatem Bodenprofil im
Flachwasser voraussetzen und Druck mit kinetischer Energie abschitzen).
Verwenden sie wieder die Froude-Zahl Fr = U/+/gL, und nun zusétzlich
die Reynolds-Zahl Re = UL, /u;. Zeigen sie, dass sich die Ordnung in der
hydrostatischen Néherung durch Turbulenzeffekte von O(€?) auf die erste
Ordnung O(e') verringert.

6. Betrachten sie nun eine horizontale Impulsbilanzgleichung aus den dreidi-
mensionalen Reynolds-gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen mit Boussi-
nesq-N#herung fiir eine Stromung iiber ein moderates Gefille wie in Abb.



3.2 HERLEITUNG DER SAINT-VENANT-GLEICHUNGEN 97

3.4:

ou Ou? Ouwv Ouw 10p ob 0 ou
= = Sl o g Do | (3253
ot + ox + dy * 0z +p8:c s + Ox [ Mt&c} ( )

L (Bu N L[ (u ow
Jy He dy Ox 92 M\ 8z " ox

wobei p; die Wirbelviskositét ist.

a) Bringen sie Gleichung (3.2.52) in gleicher Weise wie in Abschnitt 3.2.2.1
in dimensionslose Form. Fiir die y-Koordinate und die Geschwindigkeit v
in y-Richtung konnen sie dieselben charakteristischen Groflen wie fiir
und » nehmen (nédmlich L und U). Verwenden sie die Froude-Zahl Fr =
U/+/gL. und die Reynolds-Zahl Re = UL, /u;. Welcher Turbulenzterm
dominiert im betrachteten Fall deutlich iiber die anderen Turbulenzterme?
Was beschreibt dieser Term (nehmen sie Bezug auf Abschnitt 3.2.4)7

b) Integrieren sie Gleichung (3.2.53) iiber die Tiefe. Bringen sie die zeitli-
chen und rdumlichen Ableitungen mit der Leibnizregel (3.2.22) vor das In-
tegral, um die Impulsbilanz mit tiefengemittelten Geschwindigkeiten @ und
v auszudriicken. Da die Impulsbilanz jetzt auch Scherspannungen enthilt,
miissen sie natiirlich auch deren Kraftiibertrige an den Réndern bertick-
sichtigen und die dynamischen Randbedingungen (3.2.13) entsprechend
um Scherspannungen (3.2.4) erweitern

oh oul| Oh ou Ow
Tl = —p|h%— Heg h%‘*‘ﬂt ((%+&£) . (3.2.54)
| — ‘ @_A'_Q % %_’_ @_ﬁ_@i’w
Tl = Plg, arr , 0 M\ 9z " Bx .

Sie kénnen Gleichungen (3.2.53) und (3.2.54) in dimensionslose Form zur
Integration verwenden und die Terme erster Ordnung O(e!) vernachlissi-
gen. Welcher zusétzliche Term erscheint im Vergleich zum Ergebnis (3.2.30)
aus den zweidimensionalen Euler-Gleichungen (3.2.6). Was beschreibt die-
ser Term?

7. Betrachten sie die dreidimensionale Kontinuitatsgleichung

Oou Ov Ow
—+—+—=0 3.2.55
Ox * oy * 0z ( )
fiir einen Kanalquerschnitt mit den oberen und unteren Réndern b = b(x),
h = h(z,t) sowie den seitlichen Réndern r = r(x, z) und | = [(x, z) (Abb.
3.10(b)).

a) Formulieren sie die kinematischen Randbedingungen fiir diesen Fall.

b) Integrieren sie Gleichung (3.2.55) iiber die Kanalbreite B(x, z,t) = r—1
und anschlieflend iiber die Wassertiefe H(x,t) = h — b. Driicken sie das
Ergebnis der Integration mit dem Kanalquerschnitt A(z,t) = fbh(r —1)dz
und der iiber den Querschnitt A gemittelten Geschwindigkeit (3.1.2) aus.
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3.3 Stationire Gerinnestromungen

Abb. 3.11 zeigt den Gewésserknoten von Leipzig. Die Schwerkraft treibt das
Wasser durch ein Fliessgewissernetz. Entgegen wirkt Reibung (Abschnitt 3.3.2).
Wehre und Schiitze (Abschnitt 3.3.1) kontrollieren den Abfluss, insbesondere zur
Vermeidung von Hoch- und Niedrigwasser. Im stationéren Fall bleibt geméss der
Massenbilanz in den Saint-Venant-Gleichungen (3.2.46) der Abfluss erhalten:

|q := Hu = const. | (3.3.1)

Im folgenden werden Losungsansiitze der im Kapitel 3.2 hergeleitetem eindimen-
sionalen Saint-Venant-Gleichungen vorgestellt, um Wasserspiegelprofile H(x) in
Flussnetzwerken oder Bewisserungskanilen zu ermitteln. Der Abfluss ¢ ist vor-
gegeben.

Abbildung 3.11: Fliesswege und Kontrollbauwerke im Gewésserknoten Leipzig.

3.3.1 Stark ungleichférmiger Abfluss

Wir bezeichnen einen stationdren Abfluss als stark ungleichférmig, wenn Rei-
bungsverluste am Boden (der Sohle) vernachlissigbar sind. Beispiele aus dem
Wasserbau sind Kontrollbauwerke (Wehre, Schiitze), an denen ein strémenden
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Abfluss (mit Riickstau) in einen schiefenden (freien) Abfluss iibergeht. Wenn
eine schieflende Stromung unterstromig aufgestaut wird, kommt es zu einem hy-
draulischen Sprung. An diesem geht ein schiefender Abfluss unter hohen Ener-
gieverlusten (Wirbelbildung) in einen stromenden Abfluss iiber. Auch hier spielt
die Bodenreibung eine untergeordnete Rolle.

3.3.1.1 Energiesitze

Ist eine stationire Stromung wirbelfrei und Reibung vernachléssigbar (Potenti-
alstromung), so kann eine Impulsbilanz (z.B. die Impulsbilanz in den Saint-
Venant-Gleichungen (3.2.46), (3.2.48) oder (3.1.1)) durch eine Energiebilanz
(Bernoulli-Gleichung) ersetzt werden. Es wird sich mittels der Energiebilanz zei-
gen, dass ein vorgegebener Abfluss ¢ = Hu je nach Stromungszustand (unterkri-
tisch oder dberkritisch) an einer lokalen Kanalquerschnittsverinderung (z.B. an
einer Stufe) entweder beschleunigt oder abgebremst wird. Entsprechend liefert
die Bernoulli-Gleichung zwei (nicht-negative) Losungen. Das lokale Abflussver-
halten, d.h. ob eine Stréomung bei einer gewissen Querschnittsverinderung be-
schleunigt oder abgebremst wird, wird im folgenden iiber die spezifische Energie
bestimmt.

3.3.1.1.1 Bernoulli-Gleichung Die Bernoulli-Gleichung ist eine Energie-
bilanzgleichung und besagt, dass die Summe aus dem hydrostatischen Druck
(3.2.19) und dem Staudruck p|ii|?>/2 entlang einer Stromlinie erhalten bleibt.
Stromlinien sind die Kurven im Geschwindigkeitsfeld einer Strémung, deren
Tangentenrichtung mit den Richtungen der Geschwindigkeitsvektoren iiberein-
stimmen. Somit ist die Bernoulli-Gleichung bei einer eindimensionalen Flach-
wasserstromung mit der Wassertiefe H(z) iiber einem Bodenprofil b(x) (Abb.
3.4) und der tiefengemittelten Geschwindigkeit @(z) durch

d a?
— | H+b+ — ) = 3.2
dx( + +2g) 0 (3.3.2)

gegeben.

3.3.1.1.2 Strémung an einer Stufe Eine Stufe mit der Hoshe Ab (Ab-
bildung 3.12(a)) werde mit einer vorgegebenen Abflussrate ¢ = Ha = const.
angestromt. Wird die Bernoulli-Gleichung (3.3.2) vor und hinter einer Stufe
angesetzt, ergibt sich

2 2

q q
2 H? =Hy+ —— + Ab= E = const., (3.3.3)

H
1+ 2932

wobei F die Energiehthe ist. Dabei ist zu beachten, dass die beiden Wassertiefen
H; und Hs hinreichend weit weg von der Stufe liegen, so dass die Stromung
dort horizontal verlduft und die hydrostatische Druckbeziehung (3.2.19) gilt.
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Abbildung 3.12: Stromung (a) an einer Stufe mit den zwei alternierenden Was-
sertiefen Hy und H) als Losungen der Massen- und Energiebilanz-(Bernoulli-)
Gleichungen; (b) an einem idealen Wehr. Eine unterkritische Strémung geht in
eine iiberkritische iiber.

Gleichung (3.3.3) ist bei gegebenem H; eine kubische Gleichung und besitzt
daher drei Losungen fiir Ho: Eine ist negativ (unphysikalisch) die anderen zwei
entsprechen den beiden Fillen Hy und HY, die in Abb. 3.12(a) dargestellt sind.
Im einen Fall (durchgezogene Linie) sinkt der Wassertiefe an der Stufe von
H; nach H, und die Strémung wird beschleunigt #s > 4. Im anderen Fall
(gestrichelte Linie) steigt dagegen die Wassertiefe auf H) und dafiir verlangsamt
sich die Stromung. Im folgenden wird uns die spezifische Energie (3.3.4) verraten,
welche Losung der Massen- und Energiebilanz in Realitéit eingenommen wird.

3.3.1.1.3 Spezifische Energie Mit Hilfe der spezifischen Energie lasst sich
zusammen mit der Bernoulli-Gleichung (und der Massenbilanz) das Stromungs-
verhalten bei lokalen Querschnittséinderungen (z.B. einer Stufe) eindeutig be-
stimmen. Der Unterschied zur Energie in der Bernoulli-Gleichung (3.3.3) ist,
dass die spezifische Energie nicht das Bodenprofil b(z) (oder bei variablem Ge-
rinnequerschnitten zusétzlich die Gerinnebreite B(z)) enhélt. Die spezifische
Energiehdohe

q2

29H?

Ey:=H+ (3.3.4)

ist in Abb. 3.13(a) fiir eine gegebene Abflussrate ¢ aufgetragen. Mit Ausnahme
des Minimums der spezifischen Energie E,j existieren fiir jeden Wert Fy > Fgp
zwel alternierende Wassertiefen H und H' entsprechend den in Abb. 3.12(a)
skizzierten zwei nicht-negativen Losungen der Massen- und Energiebilanz. Bei
vorgegebenem Abfluss ¢ befindet sich die richtige (physikalische) Losung stets
auf der spezifischen Energiekurve Es(H)|,. Da sich an der Stufe die spezifische
Energie um Ab verringert, wird die Losung Hy < H; angenommen, wenn Hj
auf dem rechten Fliigel in Abb. 3.13(a) liegt. Andererseits ist Hj) > H; die
physikalische Losung, wenn H; auf dem linken Fliigel liegt.
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E,  Schiessend strémend schiessend stromend

E, = const.

\

Abbildung 3.13: (a) Energiediagramm: Spezifische Energie E bei gegebener Ab-
flussrate ¢ = const.. Die spezifische Energie Es(H)|, setzt sich aus den Termen
q?/2gH? und H zusammen und nimmt fiir H > 0 ein Minimum bei der kriti-
schen Abflusstiefe Hy ein. Der Pfeil zeigt den Verlauf der spezifischen Energie
bei unterkritischer Anstromung gegen eine Stufe. (b) Abflussparabel: Quadrat
des Abflusses ¢ bei gegebener spezifischer Energie E, = const.. Der Abfluss
q(H)|g, ist maximal an der kritischen Abflusstiefe Hy.

3.3.1.1.4 Kritische Abflusstiefe Bei einer vorgegebenen Abflussrate (¢ =
const.) besitzt die spezifische Energiekurve E(H) fir H > 0 genau ein Mini-
mum, welches durch dE,/dH|, = 0 bestimmt wird. Die dazugehorige Wasser-

tiefe wird kritische Abflusstiefe
2 1/3
q
= = . 3.35
q ( 9 ) ( )

genannt. In Abbschnitt 3.2.2.1 trat die Froude-Zahl (3.2.17) als dimensionslose
Grofle auf. Bei der kritischen Abflusstiefe hat die Froude-Zahl den Wert eins
(Fr = q/+/gH3 = 1). Wird der Abfluss ¢ in der spezifischen Energie (3.3.4)
mittels Gleichung (3.3.5) durch die kritische Abflusstiefe Hj, ersetzt, gibt als
spezifische Energiehohe im Minimum Eg, = Hy + Hp/2 = 3Hg/2, d.h. die
kinetische Energie hat einen Anteil von einem Drittel.

3.3.1.1.5 Stromungszustinde Aus der spezifischen Energie E; ergab sich,
dass an einer Stufe Ab bei gegebenem Abfluss ¢ eine Flachwasserstromung je
nach Anstromtiefe H entweder abgebremst (Hy > Hy) oder beschleunigt (Hy <
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H,) wird. Entsprechend wird zwischen stromendem und schieendem Abfluss
unterschieden:

1. Liegt die Wassertiefe unter der kritischen Abflusstiefe (H < Hy), so ist
Fr > 1 und der Abfluss wird schieflender oder iiberkritischer Abfluss
genannt. Ein schieflender Abfluss wird an einer Stufe (Ab > 0) abgebremst.

2. Liegt die Wassertiefe iiber der kritischen Abflusstiefe (H > Hy), so ist
Fr < 1 und der Abfluss wird strémender oder unterkritischer Ab-
fluss genannt. Ein stromender Abfluss wird an einer Stufe (Ab > 0) be-
schleunigt.

Lége oberstromig einer Stufe Ab > 0 der Spezialfall H = Hy, (kritische Ab-
flusstiefe) vor, so dass sich dort die spezifische Energie Es gemifl Abb. 3.13(a)
im Minimum beféinde, so triate vor der Stufe ein Riickstau auf, d.h. eine Welle
liefe stromaufwérts und es ergébe sich dann vor der Stufe ein neuer strémen-
der Zustand (H > Hj). Froude Zahl, schieender und stromender Abfluss in
Flachwasserstromungen #hneln der Mach-Zahl, dem Uber-und Unterschall in
der Arodynamik.

3.3.1.1.6 Kritischer oder maximaler Abfluss An Wasserféllen und auf
Wehren (Abschnitt 3.3.1.2) tritt mit dem kritischen Abfluss ein weiterer Stromungs-
zustand neben dem stromenden und schiessenden Abfluss auf. In diesem Spe-
zialfall ist fiir eine vorgegebene spezifische Energie E; der Abfluss ¢ maximal.
Umformen von (3.3.5) ergibt fiir den maximalen oder kritischen Abfluss

dmazx ‘= \/ gH]%

So flieBt in Abb. 3.14(a) Wasser aus einem grofien Speicher (reibungsfrei) in
einen Kanal mit ebener Sohle und nimmt die kritische Abflusstiefe H, = 2FE,/3
ein (vgl. mit (3.3.5)).

. (3.3.6)

3.3.1.1.7 Stromung an einem Schiitz FEin Schiitz ist ein unterstromtes
Kontrollbauwerk [(JA3 zur Abflussformel]. In Abb. 3.14(b) wird der Abfluss
aus einem grossen Speicher von einem Schiitz kontrolliert (¢ < ¢maq). In der
Abflussparabel ¢?(H)|g, (Abbildung 3.13(b)) ergeben sich zwei alternierende
Tiefen Hy und Hs bei gegebener spezifischer Energie E,. Im oberstromigen Be-
reich wird das Wasser aufgestaut (H; > H},) und die Strémung ist unterkritisch.
Im unterstromigen Bereich fliet das Wasser dagegen frei (Hy < Hy) und die
Stromung ist iiberkritisch.

3.3.1.2 Stromung an einem Wehr

Ein Wehr ist ein iiberstromtes Kontrollbauwerk. Durch Wehre lidsst sich die
Wassertiefe in FlieBgewéssern regeln (z.B. um es schiffbar zu machen, einen
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Abbildung 3.14: Stromung aus einem grofien Speicher: (a) Freier Abfluss; (b)
Abfluss wird durch ein Schiitz kontrolliert.

See aufzustauen oder ein starkes Gefélle fir ein Wasserkraftwerk zu erzeugen).
Dariiber hinaus wird mit Wehren die Wasserfithrung in Kanalnetzwerken regu-
liert (z.B. bei Hochwasser zu einem Umflutkanal), meist in Kombination mit
Schiitzen (Abb. 3.15(a)).

Fiir ein idealisiertes Wehr (eine langgezogene Erhebung Ab) lisst sich eine Ab-
flussformel (eine Beziehung ¢ = ¢(C,, H,) zwischen Abfluss und der Uber-
stromhohe H,) aus den Saint-Venant-Gleichungen herleiten. Abflussformeln wer-
den fiir unterschiedlichste Wehrformen verwendet (z.B. dem Scharfkantigen Wehr).
Der Abflusskoeffizient C,, héingt dann neben dem Verhiltnis von Uberstromhahe
und Wehrhohe H, /Abnoch von weiteren Faktoren (z.B. der Froude-Zahl, Reynolds-
Zahl, Form, Rauigkeit) ab und wird empirisch bestimmt.

@ b

Abbildung 3.15: Stromung an Wehren: (a) Thomaswehr in Leipzig; (b)
Schussrinne am Lindenauer Miihlwehr.

3.3.1.2.1 Ideales Wehr Ein ideales Wehr ist eine Erhebung Ab, die lang
genug ist, so dass sich eine horizontale Stromung auf der Erhebung ausbildet
und dort die Massen- und Energiebilanz angesetzt werden kann (Abb. 3.12(b)).
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Diese Erhebung wird bei vorgegebener Abflussrate ¢ unterkritisch angestromt
(Hy > Hy). Wird nun Ab so gewiihlt, dass die spezifische Energie auf dem
Wehr im Minimum liegt, so geht die Wasserhche unterstromig von der Erhebung
auf die alternierende Hohe Hy iiber und die Strémung befindet sich dort im
iiberkritischen Zustand. Die spezifische Energiehthe (3.3.4) geht in Abb. 3.13
vom rechten Fliigel in den linken Fliigel {iber und betrigt auf einem idealen
Wehr (Abb. 3.12(b))

“_ g, =2H,, (3.3.7)

H,+—
+2g 2

wobei H, die Uberstauhche ist. Wird die kritische Abflusstiefe in (3.3.7) in den
kritischen Abfluss / Maximalabfluss (3.3.6) eingesetzt

52

9 i 3/2
(- - a3 )

1 9 3/2 72 3/2
— \/§<3) <1+2g[}1) V/2gH?, (3.3.8)

=Cw

so folgt als Abflussformel fiir das ideale Wehr

q = Cur/2gH3/?|. (3.3.9)

Wird das Wehr erhsht H; /Ab — 0, so verstiirkt sich der Riickstau u; — 0 und
fiir den Abflusskoeffizienten C,, am Wehr gilt

1 /2\%?
Cw—>—|= ~ 0.385. 3.3.10
7 (3) (3:3:10)
Die Abflussformel (3.3.9) wurde hergeleitet, indem fiir eine vorgegebene Ab-
flussrate ¢ und einer vorgegebenen Anstromtiefe Hy; > Hy die Erhebung Ab so
gesetzt wurde, dass die spezifische Energie Es minimal ist (kritischer Abfluss
4 = Gmaz)- Wird nun die Erhebung Ab weiter erhht, dann bildet sich durch
Riickstau (eine Welle propagiert stromaufwirts) ein neuer stationérer Zustand.

3.3.1.2.2 Scharfkantiges Wehr Abfluss (3.3.9) und Abflusskoeffizient (3.3.10)
wurden fiir idealisierte Bedingungen hergeleitet (langgezogene Erhebung Ab).
Die Abflussformel ist genereller fiir realistische Wehrformen verwendbar, wobei
der Abflusskoeflfizient empirisch bestimmt wird. So wurde fiir den Abflusskoef-
fizienten am scharfkantigen Wehr die lineare Beziehung

H
Cyp = 0.41 +0.053=2 3.3.11
+ b ( )

empirisch gefunden. Am scharfkantigen Wehr - dem anderen Extrem zum idea-
len Wehr - 16sst sich die Stromung an der Uberfallkante ab und es bildet sich
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Abbildung 3.16: (a) Scharfkantiges Wehr; (b) Hydraulischer Sprung mit Ener-
gieverlusthohe AF.

ein sogenannter Uberfallfreistrahl, der beidseitig vom Atmosphérendruck p = 0
begrenzt wird (Abb. 3.16(a)). Da somit die Druckwirkung und der Riickstau
beim scharfkantigen Wehr geringer ist, ist der Abflusskoeffizient mit C'gp = 0.41
fir H,/Ab — 0 etwas hoher als der theoretische Wert am idealen Wehr (3.3.10).

3.3.1.3 Hydraulischer Sprung

An einem hydraulischen Sprung geht eine iiberkritische in eine unterkritische
Stromung iiber (Abb. 3.16). Einen hydraulischen Sprung (Wechselsprung) fin-
det man im Unterwasser eines Wehres oder einer Schussrinne, da unterstromige
Flussstrukturen einen Riickstau bewirken (Abb. 3.15(b)). Meist wird an Weh-
ren die Position des Wechselsprungs mit einem Tosbecken stabilisiert und die
Cerinnesohle dort vor Erosion geschiitzt [UA4].

Der Hohengradient dH/dx > 0 erzeugt eine Riickstrémung oberhalb eines Wir-
bels (einer Deckwalze). Der Betrag des Sprunges Ho— H; kann aufgrund der Wir-
belbildung nicht iiber die Energiebilanz (Bernoulli-Gleichung) ermittelt werden.
Wird stattdessen die Impulsbilanz der eindimensionalen Saint-Venant-Gleichungen
(3.2.46) (ohne Reibungsterm Sy)

d gH?
— | Hu® + —— 3.12
i (13405 3312
vor und hinter dem Sprung angesetzt und die Abflussrate ¢ = Hu verwendet
aliy — ) = § (H3 - HY) | (3.3.13)

so folgt nach einigen Umformungen die Wechselsprunggleichung

H
H, = 71 <\/1 +8Fr? — 1) . (3.3.14)
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Fry = uy/+/gH; > 1ist die Froude-Zahl oberstromig vom hydraulischen Sprung.
Die Riickstromung ist mit grofen Energieverlusten (Wirmeerzeugung) verbun-
den. Wird (3.3.14) in die Energie-Gleichung (3.3.2) eingesetzt, so ergibt sich die
Energieverlusthche

(Hy — Hy)?

AFE =
4H1H,

(3.3.15)

Abb. 3.17(a) validiert Gleichung (3.3.14) mit experimentellen Daten fiir Froude-
Zahlen 2 < Fr < 9. Die Energieverlusthdhe AE wird in Abb. 3.17(b) mit der
Energie im anstromenden Wasser E; skaliert. Die Liange von Wechselspriigen
auf ebenen Sohlen wurde empirisch als L =~ 6.1H5 bestimmt.

Iz

AEIE

Abbildung 3.17: Hydraulischer Sprung in Abhiingigkeit von der Froude-Zahl: (a)
Verhiltnis der konjugierten Wassertiefen Ho/H; (Plot aus Jirka & Lang, 2009);
(b) Relative Energieverlusthohe AE/E.

3.3.2 Leicht ungleichférmiger Abfluss

Wir bezeichnen einen stationdren Abfluss, der vorwiegend von Reibungspro-
zessen bestimmt wird, als einen leicht ungleichformigen Abfluss. Wasserspiegel-
profile sind langstreckig und kénnen unter stationédren Bedingungen mit einer
gewohnlichen Differentialgleichung (Abschnitt 3.3.2.2) ermittelt werden. Aller-
dings miissen dazu Randbedingungen bekannt sein (z.B. die Uberstrémhshe an
einem Wehr). Die Normalabflusstiefe (Abschnitt 3.2.5.2) ist das andere Extrem
zur kritischen Tiefe (3.3.5) (z.B. am Wehr) und tritt auf, wenn ein Gerinne iiber
lange Distanz gleichférmig verlduft.

3.3.2.1 Normalabflusstiefe

Die Wassertiefe bei Normalabfluss wird Normalabfiusstiefe genannt. In diesem
Zustand heben sich Gravitations- und Reibungskraft gegenseitig auf Sy = S¢
(Abschnitt 3.2.5.2). Dieser Gleichgewichtszustand wurde im Reibungsansatz
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(Abschnitt 3.2.5) vorausgesetzt, als das Reibungsgefille Sy in der Impulsbilanz
mittels einer Fliessformel (3.2.40) durch Reibungskoeffizienten, der tiefengemit-
telten Fliessgeschwindigkeit @ und der Wassertiefe H ersetzt wurde. Fliessfor-
meln verkniipfen Abfluss ¢ und Wassertiefe H, so dass sich bei vorgegebenem
Abfluss die Normalabflusstiefe direkt aus der verwendeten Fliesformel ergibt

o
n = (a)
CS}

wobei C,l,m > 0 Reibungskoeffizienten sind (z.B. I = 1/2, m = 2/3 bei der
Fliessformel nach Manning (3.2.42)). Wenn die in der Impulsbilanz verwendete
Fliessformel den hydraulischen Radius Ry enthilt (Gleichung (3.1.4)), da Scher-
kréfte an der Uferzone mitberiicksichtigt werden, muss die Normalabflusstiefe
iterativ bestimmt werden.

(3.3.16)

3.3.2.2 Differentialgleichung

Bei Abwesenheit von Kontrollbauwerken (Wehren, Schiitzen) oder &hnlichen
Strukturen wird eine Stréomung in einem langen Gerinne durch Reibugskrifte
an der Sohle bestimmt. Die Wasserspiegellagen H (z) lassen sich im stationiren
Fall mit einer gewohnlichen Differentialgleichung beschreiben. So ergibt die
Verwendung der Abflussrate ¢ = const. in der Impulsbilanz der Saint-Venant-
Gleichungen (3.2.46)

d (¢ gH?

— | =+=— | =9gH(Sy, — 317
(% + 2 ) = attso-59) (3:3.17)
wobei die Wassertiefe ausschliefilich vom Ort abhéngt H = H(x). Die Ketten-
regel fiithrt auf

2
q dH
—— H)—=9gH — . 3.1
(~ gz + 1) G = aH(50 - 59 (33.18)
Damit ist
S
dH Sy — Sy 1-4
= = 3.1
dz 1— Fr2 01 ZFr2 (3.3.19)

wobei die Froude-Zahl Fr = q/+/gH? (3.2.17) eingesetzt wurde. Mit der kriti-
schen Tiefe Hy (3.3.5) und der Normalabflusstiefe H,, (3.3.16) stehen uns zwei
Referenztiefen zur Verfiigung. Mit dem Reibungsansatz ¢ = CS;H mtl (Ab-
schnitt 3.2.5.2) und den beiden Referenztiefen lisst sich Gleichung (3.3.19) in
die folgende gewohnliche Differentialgleichung

H 1—
at SO(# (3.3.20)
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umformen (I, m > 0 sind Reibungskoeffizienten). Das qualitative Verhalten der
Losungen von (3.3.20) fiir ortsunabhéngige Gefille Sy und Normalabflusstie-
fen H,, (Reibungskoeflizienten) wird im Abschnitt 3.3.2.3 untersucht. Gleichung
(3.3.20) kann fiir ortsabhéngige So(z), Hy,(x) mit geeigneten Randbedingungen
numerisch geldst werden (z.B. mit dem Verfahren (3.3.21)). Gleichung (3.3.20)
beschreibt den eindimensionalen Abfluss auf einer reibungsbehafteten relativ
gleichfésrmigen Oberfliche oder in einem entsprechenden Gerinne (die Breite B
ist konstant und Scherspannungen im Uferbreich sind unberiicksichtigt).

3.3.2.3 Wasserspiegelprofile

Wasserspiegelprofile bezeichnen fiir einen vorgegebenen Durchfluss ¢ das Verhal-
ten der Wassertiefe H () in einem Streckenabschnitt, der durch einen gleichformi-
gen Gerinnequerschnitt (Sy = const., B = const. ) und konstanter Sohlrauheit
(z.B. Manning-Beiwert n) gekennzeichnet ist. Geméf Gleichung (3.3.20) hingt
fiir einen vorgegebenen Durchfluss ¢ das Verhalten der Wassertiefe H (ob an-
steigend dH/dx > 0 oder abfallend dH/dx < 0) davon ab, ob die Wassertiefe
H oberhalb oder unterhalb der Referenztiefen Hy, (3.3.5) und H,, (3.3.16) liegt.
Darum werden Wasserspiegelprofile auch Staukurven (ansteigend) und Senk-
kurven (abfallend) genannt.

Die kritische Abflusstiefe Hy, ist iiber die Abflussrate g vorgegeben. Die Normal-
abflusstiefe H,, hingt vom Sohlgefille Sy und der Reibung (z.B. dem Manning-
Beiwert n) ab. Entsprechend lassen sich Streckenabschnitte, die gleichférmig
und durch ihre Rauhigkeit gekennzeichnet sind, bei gegebenem Abfluss (kriti-
scher Abflusstiefe Hy, (3.3.5)) iiber das Sohlgefille Sy klassifizieren (Abb. 3.18):

e (a) Mildes Sohlgefille Die Normalabflusstiefe liegt iiber der kritischen
Abflusstiefe (H,, > Hj) und es treten drei Félle auf:

1. M1 Liegt die Wassertiefe {iber der Normalabflusstiefe H > H,, (z.B.
wenn unterstromig aufgestaut wird), so steigt die Wassertiefe an
(dH/dx > 0). Der Gradient dH/dx entspricht gemif (3.3.20) am
unerstromigen Rand (z.B. an einem Wehr) dem Sohlgefélle S.

2. M2 Liegt die Wassertiefe zwischen der kritischen Abflusstiefe und
der Normalabflusstiefe (Hy < H < H,,) (z.B. wenn sich unterstromig
ein Wasserfall befindet), so nimmt die Wassertiefe ab (dH/dxz < 0).

3. M3 ImFall H < H; < H,, sind sowohl der Zéahler als auch der Nenner
in Gleichung (3.3.20) negativ, so dass das Ergebnis eine Staukurve
ergibt (dH/dz > 0).

e (b) Steiles Sohlgefille Die Normalabflusstiefe liegt unter der kritischen
Abflusstiefe (H,, < Hj) und es treten wieder drei Félle auf:

1. S1 Wenn H > Hj, > H,, fiihrt Gleichung (3.3.20) zu einer Staukurve
(vgl. mit M1).
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2. S2 Liegt die Wassertiefe zwischen der Normalabflusstiefe H,, und der
kritischen Abflusstiefe Hy, (H, < H < Hy, z.B. in einer Schussrinne),
so sinkt die Wassertiefe (Kurve S2 dH/dx < 0). Wie beim milden
Gefille so néhert sich auch hier der Gradient unendlich (dH/dx —
00), wenn die Wassertiefe H gegen die kritische Abflusstiefe Hy geht
(H — Hj, oberstromig).

3. S3 Fiir H < H,, > Hj, gibt es eine weitere Staukurve (vgl. mit M3).
e (c) Kritisches Sohlgefille In diesem Sonderfall entspricht die Normal-

abflusstiefe der kritischen Tiefe (H, = Hj) und der Wasserspiegel steigt
stets an (Staukurven K1, K3 dH/dxz > 0). Es treten zwei Félle auf:

1. K1 Liegt der Wasserspiegel iiber der kritischen Abflusstiefe (H >
Hy = H,), so so kommt es zu einer Staukurve (dH/dx — Sy strom-

abwarts).
2. K3 Liegt der Wasserspiegel H unter der kritischen Abflusstiefe (H <
H, = H,), so geht der Gradient einer weiteren Staukurve gegen

unendlich (dH/dx — oo fir H — Hy,).

e (d) Adverses Gefille und horizontale Sohle Die Normalabflusstiefe
ist unbestimmt (H,, — oo) und das Sohlgefille Sy < 0. Es treten wieder
zwel Falle auf:

1. A2 Die Wassertiefe H nimmt geméfl Gleichung (3.3.20) fir H > Hj,
mit « ab (Senkkurve).

2. A3 Oberstromig gilt dH/dx — —Sp). fiir H < Hj, mit « zu (Stau-
kurve)

3.3.2.4 Numerisches Verfahren

Die Wassertiefen H(x) entlang eines Gerinnes lassen sich bei einem leicht un-
gleichformigem Abfluss numerisch bestimmen, indem dH /dx in Gleichung (3.3.20)
durch eine finite Differenz angenéhert wird. Dazu wird Gleichung (3.3.20) in-
vertiert, da die Ableitung gegen unendlich geht (dH/dx — o), wenn sich die
Wassertiefe der kritischen Abflusstiefe anndhert (H — H}). Zusétzlich werden
Normalabflusstiefe H,, und kritische Abflusstiefe H}, iiber die Abflussrate ¢ aus-
gedriickt:

H3
Tjt1 —Tj = (Hj+1 - HJ) 97 . (3321)

1
1
SO - <CH‘(§7L+1>

In der Anwendung des numerischen Verfahrens (3.3.21) wird fiir ein x; die Was-
sertiefe H; vorgegeben und der Abstand Az = x;4; —x; bestimmt, an dem sich
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Abbildung 3.18: Wasserspiegelprofile fiir (a) mildes Sohlgefille Sy, (b) steiles
Sohlgefille, (c) kritisches Sohlgefélle und (d) adverses Gefélle und horizontale
Sohle Sy < 0.

die Wassertiefe um ein vorgegebenes AH = H;;1 — H; geéndert hat. Die Be-
rechnung der Wasserspiegellage H iiber (3.3.21) beginnt also immer mit einem
bekannten Punkt (z, H), z.B. an einem Wehr [UA 5]. Im Fall des schieBenden
Abflusses, der oberstromig kontrolliert wird, muss die Berechnung stromabwarts
verlaufen und im Fall des stromenden Abflusses, der unterstromig kontrolliert
wird, entsprechend stromaufwirts. Auf diese Weise lédsst sich die Differential-
gleichung (3.3.20) mit Excel 16sen.

3.3.3 Einfache Anwendungsbeispiele

Querschnittsinderungen haben stets einen ungleichférmigen Abfluss H = H(x)
zur Folge. Oft vermischen sich in der Praxis der stark ungleichférmige Abfluss
(3.3.1) und der leicht ungleichformige Abfluss (3.3.2). So kann sich der oberstro-
mige Riickstau an Wehren und Ddmmen kilometerweit durch ein Kanalnetzwerk
ziehen.
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Stauwurzel

Abbildung 3.19: (a) Ubergang von einem milden in ein steiles Gefille. (b) Wehr

im milden Gerinne.

3.3.3.1 Ubergang vom milden zum steilen Sohlgefille

In diesem Fall liegt oberstromig von der Kante im Sohlprofil (Abbildung 3.19(a))
die Normalabflusstiefe H,, iiber der kritischen Abflusstiefe H; und unterstromig
darunter. Somit kommt es zu zwei Senkkurven: oberstromig im strémenden
Abfluss eine M2-Kurve (wie vor einem Wehr) und unterstromig im schieflenden
Abfluss S2-Kurve. Die Wassertiefe H durchlauft die kritische Abflusstiefe Hj,
am Ubergang (Abflusskontrolle wie am Wehr in Abb. 3.19(b)).

3.3.3.2 Wehr im milden Gerinne

Ein Wehr kontrolliere den Abfluss in einem milden Gerinne (Abbildung 3.19(a))
und erzeuge etwas oberstromig des Wehres eine Uberstréomhéhe H, (Abschnitt
3.3.1.2). Weiter oberstromig néhert sich dann die Wassertiefe H auf einer M1-
Staukurve der Normaltiefe H,, an. Als Stauwurzel wird der Bereich bezeichnet,
bei dem die Wassertiefe sich bis auf 1% der Normaltiefe angendhert hat (H =
1.01H,,) [UA 5].
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3.3.4 Ubungsaufgaben

1. Wie verhélt sich eine unterkritische Stomung (H; > Hj) an einer Vertie-
fung Ab < 0?7 Zeichnen sie Wasserspiegel- und Energieline. Es trete kein
Stromungsiibergang auf.

2. Welchen Wert nehmen die spezifische Energiechthe F; und die kinetische
Energieh hohe E,,; (Dimensionen [Es] = [Epo] = m) in einer Flachwas-
serstromung im kritischen Zustand mit der Wassertiefe Hy ein?

3. An Schiitzen wird die Strémung kontrahiert (Abb. 3.20(a)) und es gilt die
Energiegleichung (3.3.2), also ist

2 2

q q
H+-L  —my L

(3.3.22)
wenn die Wassertiefen H; und Hs geniigend weit entfernt vom Schiitz pla-
ziert sind, so dass die Stromung dort ndherungsweise horizontal verlauft.
Die unterstromige Wassertiefe Hy in (3.3.22) lisst sich durch Hy = Cys
ausdriicken, wobei s die Hohe der Schiitzoffnung und 0 < Cs < 1 ein em-
pirisch zu bestimmender Abflusskoeffizient ist.

a) Bestimmen sie aus der Energiegleichung (3.3.22) den Abfluss ¢ am
Schiitz in Abhéngigkeit von der Wassertiefe im oberstromigen Bereich H,
der Hohe der Schiitzoffnung s und dem Abflusskoefizienten Cs. Nehmen
sie an, dass die Riickstauwirkung des Schiitzes stark sei (s/H; — 0).

b) Der Schiitz werde an einem Wasserfall plaziert. Ohne Schiitz liegt also
die kritische Abflusstiefe Hy vor. Wie hoch muss die Hohe der Schiitzofi-
nung s gewihlt werden, so dass sich die oberstromige Wassertiefe auf
Hy{ = 8Hy, einstellt? Der Abflusskoeffizient am Schiitz sei Cs = 0.6.

Schitz —
~ H3
(_ll
= q Hz
=
H, _ -
s H'j,'= ::':SI H1 Ab

(a) (b)

Abbildung 3.20: (a) Kontraktion einer Strémung am Schiitz; (b) Durch eine
Stufe fixierter Wechselsprung.

4. In einer iiberkritischen Stromung (Fry = 6 , H; = 0.1 m) soll die Position
eines Wechselsprunges mit einer Stufe Ab kontrolliert werden, wobei die
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Wassertiefe unterstromig auf Hz = 0.6 m gehalten wird (Abb. 3.20(b)).
Wie hoch muss die Stufe mindestens sein, so dass der Wechselsprung ober-
stromig von der Stufe gehalten wird? Verwenden sie die Wechselsprung-
gleichung (3.3.14).

5. Eine langgezogene Sohlerhohung Ab = 1 m (ein ideales Wehr) wird mit
der Abflussrate ¢ = 0.1 m? /s angestromt.
a) Wie grof sind die Uberstrémhohe H,, oberstromig des Wehres und die
kritische Abflusstiefe H;, auf dem Wehr?
b) Welchen Betrag bekommt die Geschwindigkeit @; der Strémung im
oberstromigen Bereich?
¢) Welchen Betrag bekommt die Geschwindigkeit @;, wenn das Wehr auf
Ab =10 m erhtht wird?
d) Nun mochten sie von dem urspriinglichen idealen Wehr (Ab =1 m) ein
geometrisch dhnliches Modell konstruieren, das um den Faktor 100 kleiner
ist, d.h. die Wehrhohe betriigt Ab = 1 cm und die Uberstrémhshe H,
sowie die kritische Abflustiefe H}, sind genau um den Faktor 100 kleiner als
beim urspriinglichen Wehr. Mit welcher Abflussrate ¢ muss dieses Model
angestromt werden?
e) Oberstromig vom Wehr befinde sich ein langer und breiter Betonkanal
mit Zementglattstrich und einem gleichméfigen Gefille von Sy = 0.01%.
Bis zu welcher Entfernung vom urspriiglichen Wehr (Ab = 1 m) weicht
der Wasserspiegel um mehr als 50% von der Normaltiefe ab (H > 1.5H,,)?
Bis zu welcher Entfernung iibersteigt die Abweichung 1% (H > 1.1H,)?
Verwenden sie (z.B. mit Excel) das numerische Verfahren (3.3.21).

6. Betrachten sie eine reibungsfreie stationdre Stromung (einen stark un-
gleichformigen Abfluss) in einem Rechteckgerinne mit variabler Breite
B = B(x). Verwenden sie die Bernoulli-Gleichung (3.1.5) fiir diesen Spe-
zialfall A = H B. Bestimmen sie die gewohnliche Differentialgleichung fiir
die Wassertiefe H in Abhéngigkeit vom Gefiille Sy = —9b/0x, der Froude-
Zahl Fr = \/Q/gH3B? und der Gerinnebreite B (Vorgehensweise wie im
Abschnitt 3.3.2.2 zum leicht ungleichformigen Abfluss). Wie dndert sich
qualitativ die Wassertiefe H bei Sohlerh6hung Sy < 0 und Querschnitts-
verengung dB/dx < 07
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3.4 Instationirer Abfluss

Die Saint-Venant-Gleichungen reprisentieren ein hyperbolisches Gleichungssy-
stem. Als ein solches setzten sich ihre Losungen aus Wellen zusammen. Die Saint-
Venant-Gleichungen beschreiben periodische Wellen (Gezeiten, durch Wind aus-
geloste Seiche, etc.), kurzzeitige Einzelwellen (z.B. an Kontrollbauwerken, bei
Dammbriichen und Einstiirzen) oder allméhliche Abflussvorgiinge (z.B. in Form
von Hochwasserwellen). Dariiber hinaus beschreiben sie in linearisierter Form
Storungswellen. Sie treten zum Beispiel auf, wenn ein kleines Steinchen in einen
Fluss geworfen wird.

3.4.1 Storungswellen
3.4.1.1 Lineare Saint-Venant-Gleichungen

Die ein-dimensionalen Saint-Venant Gleichungen

OH + @ — 0
oq . o 0" HOE  _ (3.4.1)
ot "o t9HG =0

lassen sich mit dem Vektor ¢ = (H,q)”, dem Abfluss ¢ = Hu und der Matrix

0 1
A= (112 _ 2 211) (3.4.2)
als
oq oq
— 4+ A— = 4.
ot + oz 0 (3.4.3)

schreiben, wobei ¢ = /gH in Gleichung (3.4.2). Seien die Eintrége @ und ¢ in
der Matrix

< 0 1
A. — (62 _ 122 211) (3.4.4)

unabhéngig von Raum und Zeit, dann ist

HLAH ¢ (3.4.5)

eine lineare Gleichung.
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3.4.1.2 Entkopplung

Das lineare Gleichungssystem (3.4.5) lisst sich mit den Rotationsmatrizen

(1 1 1 fa+e 1
R_Q—Eﬁ+9’ R _%@—a1> (3.4.6)
geméif
0 | Hin-1p97
R— +RART"R—=0 3.4.7
ot +T or ( )

auf ein System zweier entkoppelter Gleichungen

07 0z
—+A—=0 3.4.8
o o (3.48)
mit dem Vektor z = Rq iiberfithren. Die Eigenwerte der Matrix (3.4.4) sind
bei hyperbolischen Gleichungssystemen stets reel. Als Eigenwerte der Matrix A
(Eintrége in der Diagonalmatrix A) ergeben sich im Fall der ein-dimensionalen
Saint-Venant-Gleichungen

S
[\v]

Il
<
+
o)

A =1 — ¢ (3.4.9)

3.4.1.3 Riemann-Problem

Das Riemann-Problem besteht aus stiickweise konstanten Anfangsdaten mit
einer Diskontinuitét

. @ firz<0
qo(z) = { G firz>0. (3.4.10)

3.4.1.4 Ldsungen

Mit den Eigenvektoren

“@iav m@ia (3.4.11)

der eindimensionalen linearen Saint-Venant-Gleichungen (3.4.5) lassen sich die
Anfangsbedingungen des Riemann-Problems (3.4.10) gemif

d d
G = Zapfp, g = Zﬁpfp (3.4.12)
p=1 p=1
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zerlegen, wobei d die Dimension des Gleichungssystems ist. Die Komponenten
ap, Bp (p=1,...,m) ergeben sich aus den Anfangswerten

| o firz<0
vp(z,0) = { 8, fira > 0. (3.4.13)
Die Losung fiir ¢t > 0
o, fiir z < Ayt
t) = P =P 3.4.14
vp(@:?) { By filr @ > Ayt ( )

lasst sich wiederum schreiben als

da,t) = Y iyt Y. Byl (3.4.15)

p:x<5\pt p:xZS\pt

Im linearen Fall sind die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Wellen konstant.

3.4.1.5 Randbedingungen

Die Eigenwerte A1 und A sind Ausbreitungsgeschwindigkeiten von Wellen und
Informationen. Werden Stromunen auf endlichen Gebieten betrachtet (z.B. bei
numerischen Simulationen), werden auch bei hyperbolischen Gleichungen Rand-
bedingungen bendtigt.

3.4.1.5.1 Arten Folgende Randbedingungen kénnen gesetzt werden:

1. Die Wassertiefe H;
2. Die Abflussrate ¢;

3. Eine feste Beziehung zwischen Wassertiefe H und Durchfluss g (Abflusskur-
ve H(Q) bei variablem Fliessquerschnitt), z.B. an einer Pegelstation, Pum-

pe;
4. Der Normalabfluss (mit 3.3.16);

5. Der kritische Abfluss ¢ (mit 3.3.5), z.B. an Wehren, Schiitzen, bei freiem
Fall.

3.4.1.5.2 Verwendung In Abschnitt (3.3.1) wurde zwischen schieBendem
und strémenden Abfluss unterschieden. Beziiglich Randbedingungen gilt:

1. Unterkritische Strémung oder strémender Abfluss Fr < 1: Informatio-
nen (Storungen) breiten sich in beide Richtungen (mit und gegen die
Stromung) aus. Bei der numerischen Simulation miissen Ober- und Un-
terstromig jeweils eine Randbedingung gesetzt werden.
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2. Uberkritische Stromung oder schieflender Abfluss Fr > 1: Informationen
(Stérungen) propagieren nur Stromabwirts. Bei numerischen Simulatio-
nen miissen sowohl der Durchfluss ¢ als auch die Wassertiefe H am ober-
stromigen Rand vorgegeben werden.

Beim kritischen Abfluss hingen Abfluss ¢ und Wassertiefe H gemiéss (3.3.5)
zusammen.

3.4.1.6 Charakteristiken

Die Losung der eindimensionalen Saint-Venant-Gleichungen setzt sich aus zwei
Wellen zusammen, die im linearen Fall (3.4.5) unabhéngig voneinander propa-
gieren. die Losung zur Zeit ¢t > 0 lisst sich ermitteln, indem man die Charakte-
ristiken

d ~
d—f =X, p=12 (3.4.16)

zuiickverfolgt. Die Charakteristiken fiir ein unterkritische Strémung sind in Abb.
3.21 aufgetragen.

p= 1 | ta p=2
: N -
l‘ ./‘ ,
| 2N .
;.
' ya \. .
3 ) \ .
\“ /0 ‘\ ,
v v
7‘ R \
R, C
./ ' L ‘\
/./ . -\‘
’ L \
/. L ‘\~ :
X-7\,1t X-7\.2t
Vo=0lo vi=p, X

Abbildung 3.21: Charakteristiken bei einem System von zwei hyperbolischen
Gleichungen, z.B. den linearisierten eindimensionalen Saint-Venant Gleichungen
(3.4.5) bei unterkritischer Stromung (Fr < 0). Die Losung ¢(z, t) fiir ¢ > 0 ldsst
sich aus den Anfangsbedingungen (z.B. a1, ag, 51, 2 im Riemann-Problem
(3.4.12)) ermitteln, indem die Charakteristiken zuriickverfolgt werden.
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3.4.1.7 Zweidimensionaler Fall

Die Jacobi-Matrix der linearisierten zweidimensionalen Saint-Venant-Gleichungen
in beliebiger Richtung n = (n,,n,)? ist gegeben durch

0 Ng Ny
A = | nyé —ad, nyt+ Nyl , (3.4.17)
ny52 — Uy, NV NyU + Uy,

wobei u,, = ung + vn,. Die Eigenwerte sind

A =a—¢, Ao = @, A3 =@ +¢, (3.4.18)
und die dazugehorigen Eigenvektoren
1 0 1
r=|a—ngyc|, ro=|—-ny |, rg= | u+ng.é|. (3.4.19)
VU — My C Ng U+ nyc

Bei der Diagonalisierung der zweidimensionalen Saint-Venant-Gleichungen (3.2.48)
tritt also ein weiterer Eigenwert Ay = auf, d.h. eine weitere Welle (Kontakt-
diskontinuitét) breitet sich mit der Stromungsgeschwindigkeit % aus.

Generell gilt: Die Anzahl der Wellen, aus der sich Losungen von hyperbo-
lischen Gleichungssystemen zusammensetzen, entspricht der Anzahl von Glei-
chungen.

3.4.2 Langsamer Abfluss

Die Saint-Venant-Gleichung wird auch dynamische Wellengleichung genannt.
Die Diffusive Wellengleichung und die Kinematische Wellengleichung vernachléssi-
gen Terme in der Impulsbilanz der Saint-Venant-Gleichungen:

ou ou*/2  OH

St e rgo = glS-Sy) (3.4.20)

Kinematische Welle

Diffusive Welle

Dynamische Welle

Die Dynamische Wellengleichung und sogar die Kinematische Wellengleichung
geniigen hiufig, um Abfluss in Gerinnen (z.B. Hochwasserwellen), auf der Land-
oberfliche oder auf versiegelten Fléchen (z.B. von Regen- oder Schmelzwasser)
zu berechnen (Abschnitt 3.4.2.4).
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3.4.2.1 Dimensionsanalyse

Wir fithren wie in Kapitel 3.2.2.1 eine Dimensionsanalyse durch. Betrachtet
wird eine Flachwasserstromung iiber eine schiefe Ebene mit dem Gefille Sp.
Als charakteristische Grossen nehmen wir die Normaltiefe (3.3.16) und die da-
zugehorige Normalgeschwindigkeit w,, welche durch (3.2.40) gegeben ist. Die
dimensionslosen Groflen sind somit

T H U _ tuy

e ", T L

(3.4.21)

Als dimensionslose Form der horizontalen Impulsbilanzgleichung (3.4.20) folgt
daraus

u2 ou* 29(u*)?/2  gH, OH*

Q

L Ot* + L Ox* + L 0z 9(8o = 5y) (3.4.22)
ou* o(w*)?/2  gH, OH* gL gLSy Sy
— ==(So— Sy) = 1——).
ot* + Ox* + w2  Or* w2 S u2 So
e~
1 =k

Es tauchen die Froude-Zahl (3.2.17) und als eine weitere dimensionslose Grofie
die kinematische Wellenzahl

SoL
k=
HFr2

(3.4.23)

auf.

3.4.2.2 Diffusive Welle

Gleichung (3.4.22) zeigt, dass fir F'r — 0 der Einfluss der Inertialterme ge-
gen Null geht. Vernachléssigung der Inertialterme in der Impulsbilanzgleichung
(3.4.20) fiihrt zu

1
1

, (3.4.24)

oh OH u

o = a0~ =5 = (i)
wobei eine Fliessformel (3.2.40) unter Annahme des Normalabflusses (3.2.45)
eingesetzt wird. Fiir die Geschwindigkeit u gilt somit

on\' CH™ 0h
) — (3.4.25)

Einsetzen der Geschwindigkeit (3.4.25) in die Massenbilanz von den Saint-Venant-
Gleichungen (3.2.46) fiihrt auf die diffusive Wellengleichung

| (3.4.26)

oH o (CHm\ on
ot Ox |%\1*l ox
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Abbildung 3.22: Vergleich der Losungen der Saint-Venant-Gleichungen mit der
kinematischen Welle (k = co0) in Abhéngigkeit von der kinematischen Wellenzahl
k und fester Froude-Zahl F'r =1 (aus Ligget & Woolhiser, 1967).

Die parabolische Gleichung (3.4.26) fithrt durch den Druckterm 0H/Jz zu einer
Verbreiterung in einer diffusiven (z.B. Hochwasser-) Welle. An der Wellenfront
wird mehr Wasser abgefiihrt als am hinteren Ende. Dort bewirkt ein Riickstau
langer andauerndes Hochwasser.

3.4.2.3 Kinematische Welle

FlieBt die Stromung relativ langsam (0.5 < F'r < 1) auf einer steilen Ebene
(k > 20) kann auch der hydrostatische Druckterm vernachléssigt werden, so dass
Normalabfluss Sy = Sy vorliegt. Wird die Fliessformel (3.2.40) in die Massenbi-
lanz der Saint-Venant-Gleichungen (3.2.46) eingesetz, folgt mit der Kettenregel
die kinematische Wellengleichung

OH L emOH

Daraus ergibt sich fiir die Geschwindigkeit der kinematischen Welle

Crin = (m +1)CS H™. (3.4.28)

Die kinematische Wellengleichung ist wie die Burgers-Gleichung eine nicht-
lineare, skalare und hyperbolische Gleichung. Es bilden sich in endlicher Zeit
mit Ausnahme der trivialen Losung H = 0 stets Schockwellen 0H/0x — oo.
erreicht ist.
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3.4.2.4 Vergleich der kinematischen und dynamischen Welle

Abb. 3.22 illustriert den Oberfichenabfluss bei steigender Ganglinie und kon-
stanter Froude-Zahl Fr = 1 fiir verschiedene Werte in der kinematischen Wel-
lenzahl k. Die Abweichung zwischen der kinematischen Wellengleichung (3.4.27)
(k — 00) und den Saint-Venant-Gleichungen (3.2.46) ist gering fiir & < 10.

3.4.3 Ubungsaufgaben

1.

Welcher Stromungszustand wird bei Verwendung der kinematischen Wel-
lengleichung angenommen?

. Dauert Hochwasser bei einer kinematischen Welle oder bei einer diffusiven

Welle linger an?

. Wieviele Randbedingungen benétigt die eindimensionale diffusive Wellen-

gleichung (3.4.26)?

Es werde ein kleines Steinchen in eine schiessende Flachwasserstromung
(Fr > 1) geworfen. Wie verhalten sich die dabei erzeugten Wellen?
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Kapitel 4
Bodenhydrologie
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Vorlesung: siehe Lehre-Homepage: http://www.ufz.de/index.php?de=21384

4.1 Kursiibersicht

Baden sind offene Okosysteme, welche der Zu- und Abfuhr von Stoffen sowohl
natiirlicher als auch anthropogener Herkunft unterliegen. Die Transportwege
und Transportprozesse werden dabei mafigeblich durch den Wassergehalt und
die Wasserfliisse bestimmt. Béden sind vor allem in Oberflichennihe duferst
selten vollstindig wassergeséttigte Systeme, d.h. ihre Porenrdume sind nur teil-
weise mit Wasser gefiillt. Der Vorlesungsteil Bodenhydraulik beschéftigt sich
mit der Modellierung und Analyse dieser sogenannten ungeséittigten Systeme
und fokussiert sich dabei auf die Wasserfliisse. Dabei werden Themen wie, die
Rolle der Béden innerhalb des globalen Wasserkreislaufs, Boden- bzw. Boden-
wassereigenschaften, Mehrphasensysteme, Bodenwasserenergichaushalt, Skalen-
und Betrachtungsebenen, numerische Modellierung sowie deren Anwendbarkeit
und Unsicherheit vorgestellt und diskutiert. Die Vorlesungseinheit gliedert sich
folgt:

e Dynamik des Bodenwassers

Hydraulische Eigenschaften der ungeséttigten Zone

Makro- vs. Mikroskopische Betrachtung
e Energiebetrachtung

Infiltrationssimulation mit Green-Ampt

Infiltrationssimulation mit Richards

123
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e Wassergehalt und Leitfdhigkeit
e Betrachtung der Numerik
e Ubungen
Als Kursmaterial werden Handouts verwendet, welche die wichtigsten Abbil-

dungen, Formeln und Definitionen enthalten. Die Handouts werden online im
Download-Bereich zur Verfiigung gestellt http://www.ufz.de/index.php?de=21384.
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Transportprozesse in
porosen Medien

Haibing Shao
Vorlesung: siehe Lehre-Homepage: http://www.ufz.de/index.php?de=21384

5.1 Motivation

In groundwater contaminated sites, pollutants often transport together with
the groundwater flow and disperse in the aquifer over time. During this pro-
cess, they may sorb to the soil matrix, undergo microbial degradation, or even
react with other chemical species in the environment and be transformed to
another components. To evaluate the extent of pollution and predict the future
of the plume, often numerical models are employed to simulate such contami-
nant transport scenarios. This part of the lecture will explore the physical and
chemical processes behind contaminant transport. The mathematical expression
will be developed from the basic continuum theory and gradually deduced to
represent the more complex reactive transport case. Numerical solution of these
governing equations will be demonstrated with Matlab scripts in the lecture.
After attending, the students are expected to have background knowledge of
modeling (reactive) contaminant transport problems in saturated groundwater
aquifers.

5.2 Course Content

This part of the lecture will cover the following contents,
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Basic continuum theory and the deduction of mass transport governing
equation.

Concept of advective and dispersive/diffusive fluxes, diffusion coefficients.

Different sorption isotherms, their effect on the transport behavior, con-
cept of retardation factor, decay of the chemical components.

Stability and accuracy, Peclet, Courant and Neumann criteria.

Numerical solution of solving 2D mass transport problems, with demon-
stration of a Matlab script.

Mathematic expression of chemical reactions in the law of mass action
format.

Concept of basis and secondary species, stoichiometric relationship and
mass balance constrains.

Demonstration of the above concepts by solving calcite equilibrium reac-
tion system with a Matlab script.

2D reactive transport problem monod2dénd its analytical solution.

Concept of linearly independent reactions. Deduction of the above analy-
tical solution.

Reduction scheme for kinetically controlled reactive transport problems.

Demonstration of monod2dnumerically with a Matlab script.

Recommended Literature

Fetter, C. W. (1999) Contaminant Hydrogeology. Second Edition. Prentice Hall.
ISBN: 0-13-751215-5.

Bethke, C. M. (2002) Geochemical and Biogeochemical Reaction Modeling. Se-
cond Edition. Cambridge University Press. ISBN: 978-0-521-15570-0.
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Ubungen

6.1 Grundwasserhydraulik

6:2,0) 7:(2.1) 8:(2,2)

3:(1,0) 5:(1.2)

0:(0,0) 1:(0,1) 2:(0,2)

HH AP

Abbildung 6.1: Drei verschiedene Level fiir die Ubungen
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6.1.1 Finite-Differenzen-Methode (FDM)

Zu den numerischen Methoden zur Grundwasserhydraulik gibt es 11 Ubungen,
die in der Tab. 6.1.1 aufgelistet sind.

In der Abbildung 6.1 sind die drei verschiedenen Schwierigkeitsstufen der Ubun-
gen dargestellt.

1. Testbeispiel: Das einfachste 2D Beispiel besteht lediglich aus 4 Zellen mit
9 Knoten (Abb. 6.1, oben).

2. Rechteck-Aquifer: Die Anzahl der ist grofier, aber die Geometrie ist immer
noch einfach (Abb. 6.1, mitte).

3. Selke-Einzugsgebiet: Typisches Beispiel fiir ein finite Differenzen Modell:
Durch das strukurierte Gitter kann die Gebietsberandung nur approxi-
miert werden (Abb. 6.1, mitte).

| Name (alt) | Name (neu) | Beschreibung ‘

’ HSA1 \ USA{E \ Bilanzierung eines Einzugsgebiets ‘
FDM Explizit
GW1 USAY Rechteck-Aquifer
GW2 USAY Selke-Einzugsgebiet (Q&D)
GW3 USAF Selke-Einzugsgebiet (OOP)
GW3_VTK | USAY VTK Filter fiir Darstellung)
FDM Implizit
GW4 USAY Testbeispiel instationér
GW4a USAE Testbeispiel stationér
GWi4b USAY Einbau von Randbedingungen 2. Art
GWic USAEF Vergroflerung des Testbeispiels
GWi4d USAE Rechteck-Aquifer
FEM
GW5 USAH Testbeispiel Séule
neu USAZE, Selke-Einzugsgebiet (OOP)

6.1.2 Finite-Elemente-Methode (FEM)

K-Fragen

1. Warum besteht das einfachste finite Differenzen Modell aus vier und nicht
nur einer Zelle?

2. Wie kann eine Gebietsberandung mit der finite Differenzen Methode besser
approximiert werden?
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